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Статья посвящена построению метода классификации с использованием итерационного алгоритма вычис-
ления критерия качества на основе расстояния Маханолобиса.

Стаття присвячена побудові метода класифікації з використанням ітераційного алгоритму вирахування
критерію якості на основі  відстані Маханолобиса.

Article is dedicated to building of the method to classification with use iteration algorithm of the calculation crite-
rion quality on base of the Mahalanobis distance.

В различных областях человеческой деятельности
(экономике, финансах, медицине и др.) постоянно возни-
кает необходимость решения задач выявления скрытых
зависимостей и поддержки принятия оптимальных реше-
ний. Как правило, точные методы отстают от потребностей
реальной жизни. Здесь требуются универсальные, простые
и надежные подходы,  в основе которых могут быть ис-
пользованы технологии и подходы математической теории
распознавания и классификации. Данные подходы в каче-
стве исходной информации используют выборки описа-
ний-наблюдений объектов, предметов, ситуаций или про-
цессов (выборки прецедентов), при этом каждое отдельное
наблюдение-прецедент записывается в виде вектора чи-
словых значений отдельных его свойств-признаков. Вы-
борки признаковых описаний являются обычно первич-
ными исходными данными, которые повседневно возни-
кают в различных предметных областях. Для решения
такого рода задач разработано достаточно много методов
(см.[1],[2]), однако быстро растущие объемы обрабатывае-
мой информации вынуждают использовать для построения
методов классификации использовать новые методы, ос-
нованные на самых различных конструкциях ([3],[4]). В
данной работе предлагается использовать итерационный
алгоритм преобразования Карунена-Лоева для упрощения
вычислительной схемы при использовании классификато-
ра на основе расстояния Махаланобиса.

1. Постановка задачи. Будем использовать сле-
дующую модель задачи классификации.

Ω – множество объектов распознавания (про-
странство образов).

wÎW  объект распознавания (образ).
g(w):Ω®Â, Â={1,2,…,n}- индикаторная функ-

ция, разбивающая пространство образов Ω на n непере-
секающихся классов nWWW ,...,, 21 . Индикаторная
функция неизвестна наблюдателю.

Х – пространство наблюдений, воспринимаемых
наблюдателем (пространство признаков).

x(w):Ω®Х – функция, ставящая в соответствие
каждому объекту w точку x(w) в  пространстве призна-

ков. Вектор x(w) – это образ объекта, воспринимаемый
наблюдателем.

В пространстве признаков определены непере-
секающиеся множества точек X[i]ÌХ i=1,2...,n, соответ-
ствующих образам одного класса.

j(х): Х®Â решающее правило - оценка для g(w)
на основании х(w), т.е. j(х)= j(х(w)).

Пусть ( ) Nxx ,...,2,1, == nwnn  доступная на-
блюдателю информация о функциях g(w)  и х(w), но
сами эти функции наблюдателю неизвестны. Тогда
( ) Nxg ,...,2,1,, =nnn — есть множество прецедентов.

Задача заключается в построении такого ре-
шающего правила j(х), чтобы распознавание проводи-
лось с минимальным числом ошибок.

 Обычный случай – считать пространство при-
знаков евклидовым, а качество решающего правила
измеряют частотой появления правильных решений.
Обычно его оценивают, наделяя множество объектов
W , некоторой вероятностной мерой.

На нынешний момент наиболее распространенным
является байесовский подход, который исходит из стати-
стической природы наблюдений. За основу берется пред-
положение о существовании вероятностной меры на про-
странстве образов, которая либо известна, либо может
быть оценена. Цель состоит в разработке такого классифи-
катора, который будет правильно определять наиболее
вероятный класс для пробного образа. Тогда задача, состо-
ит в определении "наиболее вероятного" класса, Задано п
классов nWWW ,,, 21 K , а также )|( xP iW  – вероятность
того, что неизвестный образ, представляемый вектором
признаков х, принадлежит классу iW . )|( xP iW  называ-
ется апостериорной вероятностью, поскольку задает рас-
пределение индекса класса после эксперимента (a posteriori
– т.е. после того, как значение вектора признаков х было
получено). Естественно выбрать решающее правило таким
образом: объект относим к тому классу, для которого апо-
стериорная вероятность выше. Такое правило классифика-
ции по максимуму апостериорной вероятности называется
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Байесовским. Таким образом, для Байесовского решающе-
го правила необходимо получить апостериорные вероят-
ности )|( xP iW . Формула Байеса, полученная Т. Байесом
в 1763 году, позволяет вычислить апостериорные вероят-
ности событий через априорные вероятности и функции
правдоподобия. Пусть nWWW ,,, 21 K – полная группа

несовместных событий – =WWW=W ¹= jjiii
n
i IU ,1 Æ.

Тогда апостериорная вероятность имеет вид:
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где )( iP W  – априорная вероятность события iW ,
)|( ixP W  – условная вероятность события х при усло-

вии, что произошло событие iW .
Если известно или с достаточным основанием

можно считать, что плотность распределения функций
правдоподобия )|( ixP W  является гауссовской.  то при-
менение классификатора Байеса приводит к тому, что
образы, характеризующиеся нормальным распределе-
нием проявляют тенденцию к группированию вокруг
среднего значения, а их рассеивание пропорционально
среднеквадратическому отклонению. Для случая мно-
гих переменных Гауссова плотность имеет вид
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ковариационная матрица. Здесь ),,( 21 nxxxx K=  про-
веряемый объект, ),,,( 21 nmmmm K=  – математическое
ожидание соответствующего класса. Заметим, что на
диагонали ковариационной матрицы стоят значения
дисперсий.

Соответствующая мера
Txxx )()( 12

1 mm -S-=W- -
S- .

называется расстоянием Махаланобиса (Mahalanobis). В
случае, если все события класса независимы, то все
коэффициенты ковариационной матрицы, кроме стоя-
щих на диагонали, будут равны нулю. Таким образом,
евклидово расстояние является частным случаем рас-
стояния Махаланобиса.

Использование расстояния Махаланобиса огра-
ничивается существенными ограничениями – для того,
чтобы корреляционная матрица была невырождена, не-
обходимо, чтобы количество признаков было не меньше
количества элементов класса, что для реальных задач
далеко не всегда, выполнимо. Во-вторых, степень выро-
ждения корреляционных матриц больших размерностей
делает вычисление обратной матрицы неустойчивым.

2. Преобразование Карунена-Лоева. Пусть
имеется n векторов 110 ,,, -nXXX K . Требуется по-

строить m векторов 110 ,,, -mYYY K  так, чтобы восста-
новление по этому множеству давало наименьшую
среднеквадратичную ошибку восстановления по m

векторам. Таким образом, нужно найти минимум ве-
личины
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по всем множествам mY и векторам )(mk
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Введя матричные обозначения
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рассмотрим задачу

min),( 2
2 ®-= AYXYAe                      (2)

по всем A,  Y.  Здесь TT BBtrBBtrB ==2  (tr  –  след
матрицы, то есть сумма элементов главной диагонали,
что равно сумме собственных значений матрицы).

Будем полагать, что матрицы A и Y невырожде-
ны и rang(A) = rang(Y) = m.

Заметим, что если rang(X) = m, то существует
точное представление

å=
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0
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m
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k YmX
m

mma

для 1,,1,0 -= nk K .
Имеет место следующее утверждение.
Теорема. Если rang(X) ³m, то минимум e (A, Y)

достигается в том случае,  когда строки матрицы Y  яв-
ляются собственными векторами ковариационной мат-
рицы XTX, которые соответствуют m максимальным
собственным значениям,  кроме того,  A  =  XYT и обе
матрицы A и Y ортогональны.

Для полноты изложение приведем доказательст-
во этого утверждения. Так как функция цели представ-
ляет собой квадратичный функционал, то необходимые
и достаточные условия задачи (2) будут иметь вид
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Поскольку матрицы А и Y невырождены, то
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Матрица YYT симметричная, невырожденная,
положительно определенная, следовательно, существу-
ет невырожденная матрица М такая, что

IMYYM TT =-- )( 11 ,
где I единичная матрица.

Кроме того, матрица МТАТАМ симметричная и
невырожденная, тогда существует ортогональная мат-
рица U такая, что

Lº= ),,,( 21 m
TTT diagAMUAMU lll K

– диагональная матрица.
Полагая MUV = , рассмотрим AVA =

)
и

YVY 1-=
)

, тогда
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Первое равенство означает, что A
)

 и Y
)

 удовле-
творяют необходимому условию экстремума и соотно-
шение (3) в силу диагональности матрицы, AAT ))
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таким образом, минимум ),( YA
))

e  достигается в случае,
если mlll ,,, 21 K наибольшие из n  собственные зна-

чения матрицы XX T .
Так как L=AAT , то 110 ,,, -mYYY K  (главные

значения) не коррелируются, поэтому это преобразова-
ние называют декоррелирующим или преобразованием
Карунена-Лоэва.

Описанный метод определения главных компо-
нент является достаточно ресурсоемким и неустойчи-
вым, особенно в случае, если собственные значения
матрицы близки к нулю.

Для наших целей более эффективным является
использование итерационного метода определения
главных компонент. Для этой цели рассмотрим задачу
(1) с другой точки зрения.

Для случая m  =  1  задача (1)  сводится к опреде-
лению одной компоненты Y0, которая наилучшим обра-
зом восстанавливает все исходные данные X
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– ошибка восстановления данных первой главной ком-
понентой, то решая задачу
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получаем вторую главную компоненту 1~Y и соответст-

вующий вектор { } 1
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При фиксированных { } 1
0

0 -
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n
kka  задача (4) решает-

ся методом наименьших квадратов, а в силу того, что
функция цели представляет собой квадратичный функ-
ционал, необходимое и достаточное условия экстрему-
ма совпадают. Таким образом, решение задачи сводится
к поиску решения уравнения
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Следующий шаг будем делать, исходя из пред-

положения, что в задаче (4) нам известна компонента
0Y  и требуется найти экстремум по { } 1
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где, как обычно, YX ,  – скалярное произведение век-
торов X  и Y .

Далее, считая, найденные { } 1
0

0~ -

=

n
kka  известными,

повторяем весь процесс, пока не произойдет стабилиза-
ция ошибки. Полученные 0Y  будем считать первой
главной компонентой.

Применяя этот алгоритм к ошибке восстановле-
ния, находим вторую главную компоненту и т.д.

Подробный алгоритм вычисления главных ком-
понент выглядит следующим образом:

Итак, пусть имеется n  компо-

нент 110 ,,, -nXXX K . Требуется построить m  доме-

нов 110 ,,, -mYYY K  так, чтобы восстановление по этим
доменам давало наименьшую среднеквадратичную
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ошибку восстановления по m  доменам. Таким образом,
нужно найти минимум величины
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Рассмотрим итерационный процесс, приводящий
к решению задачи (8), а заодно и задачи (7).
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Полагая 1: += ii , продолжим итерационный про-
цесс N  раз, где N  таково, что стабилизирует либо до-
мен )(iY , либо значения )(ika .  Как правило,  для этого
достаточно использовать 10-20 итераций. После этого
полагаем )(0 NYY =  и )(0 Nkk aa = . Ясно, что ошибка
восстановления каждой компоненты будет равна

kkk XXX ~
-=D ,

где 00~ YX k
k a= восстановление k-й компоненты по

домену 0Y .
Полученную ошибку восстановления будем вос-

принимать как компоненту, к которой (в качестве ис-
ходных данных) повторим тот же итерационный про-

цесс,  то есть полагаем i  = 0 и .1)0(
n

k =a  Вычисляем
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После нормировки получаем
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Полагая 1: += ii  продолжим итерационный
процесс. После стабилизации итерационного процесса
получаем )(1 iYY =  и )(1 ikk aa = . Далее находим

11~ YX k
k a=D и к полученной ошибке восстановления

kkk XXX ~2 D-D=D итерационно применим тот же
процесс n  раз.

При достаточном числе итераций 0=D kn X  для
всех k, то есть алгоритм реализует полное разложение
компонент kX по доменам )1,,1,0( -= nkY k K .

Восстановление по m доменам будет равно
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Приведем основные свойства главных компонент
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то имеет место равенство Парсеваля
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3. Более того, для nm ,,1 K=  и
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выполняется соотношение
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4. Векторы 110 ,,, -naaa K образуют ортонорми-
рованную систему.

5. При этом )1,,0(
2

2
-= nvY v K  собственные

числа корреляционной матрицы úû
ù

êë
é ji XX ,

векторы )1,,0( -= nvv Ka  ее собственные
векторы.

6. Последние частотные домены содержат “бе-
лый шум”.

3. Применение итерационного алгоритма пре-
образования Карунена-Лоева к построению вектор-
ного классификатора. Итак, пусть даны n  векторов

110 ,,, -nXXX K  и m  главных компонент
110 ,,, -mYYY K  вместе с векторами

1,,0,1,,0)( -=-= nmkmk KK ma m .
Вычислим расстояние между вектором Z и множе-
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где S  ковариационная матрица.
Замечая, что для главных компонент ковариаци-

онная матрица такова, что на ее диагонали стоят

)1,,0(
2

2
-= mvY v K , остальные равны нулю, получаем



Итерационный метод построения векторного классификатора 11

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ø

ö

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

è

æ

å =-

2

2

2

2
1

2

2
0

1

100

010

001

mY

Y

Y

K

KKKK

K

K

Кроме того, если
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Тогда орт центрального вектора множества бу-
дет равен
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Для определения расстояния нужно получить
разложение проверяемого вектора по базису главных
направлений
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В результате может измениться нормировка, по-
этому, нужно нормировать единицей.

Таким образом, расстояние Махаланобиса меж-
ду проверяемым вектором и заданным множеством,
будет иметь вид
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что существенно упрощает вычисления и, кроме того,
делает процедуру нахождения расстояния Махаланоби-
са более устойчивой.

Выводы

Результаты работы показали, что использование
итерационного алгоритма для построения преобразова-
ния Карунена-Лоева позволяет построить эффективные
алгоритмы классификации, основанные на расстоянии
Махаланобиса.

ЛИТЕРАТУРА

1. Tou J., Gonzalez R. Recognition principles: Addison-
Wesley Publishing Company, 1974.

2. Барсегян А.А., Куприянов М.С., Степаненко В.В.,
Холод И.И. Методы и модели анализа данных: OLAP
и Data Mining.- СПб.: БХВ-Петербург, 2004.- 336 с.

3. Шумейко А.А., Сотник С.Л., Лысак М.В. Использо-
вание генетических алгоритмов в задачах классифи-
кации текстов// Тези доповідей на VI міжнародній
науково-практичній конференції «Математичне та
програмне забезпечення інтелектуальних систем»
(MPZIS-2008), Дніпропетровськ, 2008.- C. 345-346.

4. Berry Michael W., Browne Murray Lecture notes in
data mining.-World Scientific Publishing Co, Pte, Ltd.:
Singapore, 2006, 222 p.

5. Gorban  A.  N.,  Kegl  B.,  Wunsch  D.,  Zinovyev  A.  Y.
(Eds.), Principal Manifolds for Data Visualization and
Dimension Reduction, Series: Lecture Notes in
Computational Science and Engineering 58, Springer,
Berlin - Heidelberg - New York, 2007, XXIV, 340 p.

пост. 23.04.09


