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Проведено дослідження поведінки точних констант у нерівностях типу Джексона у просторі pL  для апро-

ксимації лінійними методами.

Проведено исследование точных констант в неравенствах типа Джексона в пространстве pL  для аппрок-

симации линейными методами.

Exact constants in Jackson’s type inequalities in the space pL  for  approximation of functions by linear methods

are investigated in this paper.

Нехай ( )¥££ pLp 1  – простір p2 -періодичних
вимірних функцій f  з скінченною нормою:
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Позначимо:
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( ) ( )pp fEfE 1;: R= ;

( ) ( )
þ
ý
ü

î
í
ì £×= t|ftf

p
m

pm hDw hsup:;

– інтегральний модуль гладкості функції f  порядку

m , а ( )xfm
hD  – різниця порядку m  функції f  у точці

x  з кроком h ;
mfd  – функція В.Стєклова порядку m  з кроком

d  від функції f :
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( )rf -  – r-й p2 -періодичний інтеграл, який має
нульове середнє значення  на періоді, від функції 1Lf Î ,
яка має  нульове середнє значення на періоді ( )1^f ;

( )...rLr
p ,2,1=  –  множина всіх r-х p2 -

періодичних інтегралів, від функцій pLf Î ,  таких що
1^f ;
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n
r
qn L Á®:L  – довільний лінійний оператор,

який відображає r
qL  у n -вимірний підпростір nÁ ;

( ) ( ){ }ÂÎ-=Â fff pnpn |sup:; LLe

– похибка наближення класу Â  методом nL  у метриці
простору pL .

Нехай ( ) qpmr ,, ;dÁÀ  – найменша константа À  у

нерівності типу Джексона
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qLf Î ; (1)

( ) qpnnmr ,, ;, dÁÀ L  – найменша константа À  у нерівно-

сті типу Джексона для лінійного методу nL
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Величина ( ) ( ) qpmr ,, ;: dd ÁÀ=À  при зростанні d

спадає до деякої точки (оптимальної точки мінімальної
константи) ( )qpmr ,,,,00 Á=dd , а далі, потрапляючи на
свій глобальний мінімум, стабілізується:

( ) ( ) ( )00 dddd ³À=À .

При вивченні точних констант, згідно класифі-
кації, запропонованої С.Б.Стєчкіним, виділяють насту-
пні три задачі:

І. Обчислити ( )dÀ  для 0dd > , ймовірно близь-
кого до 0d .

ІІ. Оцінити порядок зростання ( )dÀ  при 0®d .
ІІІ. Знайти 0d  – оптимальну точку Стєчкіна.
Фундатором успішного розвитку теорії точних

констант є М.П.Корнєйчук, який в [1] розв’язав задачу І
у просторі С неперервних p2 -періодичних функцій при
наближенні множиною 12 -nT  тригонометричних полі-
номів порядку 1-£ n , довівши, що для будь-якої

( )const¹Î fCf виконується нерівність
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у котрій константу 1 зменшити неможливо.
Встановлена точна нерівність М.П.Корнєйчука

(3) дозволяє локалізувати оптимальну точку мінімальної
константи:

nn
pdp

££ 02
і при цьому

( ) ( )0,121,0 1; ddd ³=À ¥¥-nT .

На даний час задачу І вдалося розв’язати у неба-
гатьох випадках (див., наприклад, [1], [4], [5], [6] та
бібл. до них) авторам, які, головним чином, є представ-
никами двох академічних шкіл: М.П. Корнєйчука та
С.Б. Стєчкіна.

Визначити точну константу Джексона при кож-
ному 0dd < , видається навряд чи можливим. Деякі
результати цього напрямку здобули М.П.Корнєйчук та
А.Г.Бабенко (для відповідних послідовностей 0®nd ).
У роботі авторів [7] надаються достатньо близькі оцінки
зверху і знизу для точних констант у нерівностях типу
Джексона для довільних d , із яких, зокрема, виявляєть-
ся порядок зростання точних констант при 0®d .  У
даній роботі розглядається аналогічна задача для випад-
ку апроксимації функцій лінійними методами.

Лінійний метод nL  будемо називати точним на
константах, якщо ( ) 1, =tfnL , ( ) 1ºtf . Зрозуміло, якщо
лінійний метод nL  не є точним на константах, тоді при

будь-якому 0>d ( ) ¥=ÁÀ qpnnmr ,, ;, dL . Тому задача

відшукання найменшої константи у нерівності типу
Джексона для лінійного методу nL  має сенс лише за
умови, що він є точним на константах.

Доволі загальний результат становить
Теорема 1. Нехай ...r ,2,1= , ¥££ qp,1   і nÁ  –

n -вимірний підпростір простору pL , який містить
константи. Тоді для будь-якого лінійного оператора

n
r
qn L Á®:L , точного на константах, для довільної

функції r
qLf Î  при кожному 0>d  справджуються

наступні співвідношення:
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Крім того,
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За умов ¥=q   цей результат, майже у такому ж
вигляді, був отриманий одним із авторів [5]. Якщо наш
результат довести для довільних ¥<£ qp,1 , тоді для

¥=p  або ¥=q  його можливо здобути граничним
переходом. Зважаючи на це, при доведенні теореми 1
будемо вважати, що ¥<£ qp,1 .

Доведення. Будь-яку функцію ( )...rLf r ,2,11 =Î
можливо подати у вигляді
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де

( ) ( )
å

-
=

¥

=1

2cos:
n n
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rr
rttB  – функція Бернуллі.

Довільний лінійний функціонал ( )fFn , означе-

ний на просторі r
qL , має вигляд

( ) ( )( ) ( ) ( )r
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На підставі того, що для будь-якого 1RÎl
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2

0

0
2

duuufdafF r ,

у формулі (8), не зменшуючи загальності, можливо
вважати, що r

qL ¢Înj , 1^nj .
Оскільки будь-який лінійний оператор

n
r
qn L Á®:L  можливо подати у вигляді
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n
nn lL ,                       (9)

де ( ){ }nt 1=nnl  – базис nÁ , а ( ) ( )n,fF 1=nn  – лінійні фун-

кціонали на r
qL , то із (7), (8), (9) отримуємо, що
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( ) ( ) ( ) ( )å--=
=

n
rr tuutButk

1
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nnjp
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Вимога точності лінійного методу nL  на конс-
тантах, зрозуміло, еквівалентна тотожності

( ) 1
1

=å
=

n
td

n
nn l .

Таким чином, для лінійних методів nL  , точних

на константах, для будь-якої функції r
qLf Î  має місце

рівність

( )[ ] ( ) ( )( ) ( ) ( )...rduutkuftff r
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=ò=-

p
L .  (12)

Легко безпосередньо переконатися, що
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Отже,  внаслідок (12)  і (13),  отримаємо,  що для

будь-якої функції r
qLf Î
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Завдяки екстремальному наслідку нерівності Ге-

льдера [2, с. 392]:
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та рівності (15) для 2=s , встановимо, що для будь-якої

функції r
qLf Î
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де позначено
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Далі нам знадобляться наступні оцінки:
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Внаслідок того, що при будь-якому 1RÎl
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отримаємо, що
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Так само доводимо, що
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Наведемо відомі [3,  c.  178] оцінки для норм, які
містять функції Стєклова:
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Тепер із співвідношення (17), застосувавши до
нього спочатку оцінки (22), (24), а потім (26),(27), виво-
димо, що справджується нерівність
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Користуючись (16) , отримаємо, що
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Аналогічно попередньому, але користуючись те-

пер класичною теоремою двоїстості [2, с. 25], а потім
екстремальним співвідношенням (16), здобудемо, що для

2,1=m  справджується наступний ланцюжок рівностей
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Із оцінки (28), врахувавши в ній нерівність (29)
та рівність (30) для 1=m , встановимо, що справджуєть-
ся нерівність (4) теореми 1. Отже, виконується наступна
нерівність
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Внаслідок означення (2) точної константи у нері-
вності типу Джексона із (31) випливає, що

( ) ( ) ( )nrnrqpnnr BB Á÷
ø
ö

ç
è
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d

dL ,      (32)

тобто у твердженні (6) теореми 1 доведена відповідна
оцінка зверху точної константи.

Залишається перевірити, що справедлива також і
оцінка знизу для точної константи, яка запропонована в
співвідношенні  (6) теореми 1.

Зрозуміло, що для будь-яких ...mr ,2,1, =
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Крім того, із відомої у теорії скінченних різниць нерівності
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випливає, що
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q
r

m Lfff ++ Î£ddw ; .         (34)

Внаслідок (33), (34), спираючись на включення
r
q

mr
q LL Ì+ , отримаємо наступне співвідношення
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Таким чином, для будь-яких ...mr ,2,1, = має місце не-
рівність

( ) ( ) .;,1
,, qpnnmrnmr

m
B d

d
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ø
ö
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è
æ

+ L           (35)

Аналогічно попередньому, користуючись тим, що
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{ }

( )
( )( )qr
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, sup ,

а також тим фактом, що для будь-яких 0>d ,

...mr ,2,1, = , r
qLf Î
( )( ) ( )( )qrm

q
r

m fEf 2; £dw ,

встановимо нерівність:
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ö
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dL .   (36)

Отже, із нерівностей (35) і (36) при 1=m  випли-
ває, що
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Таким чином, оцінка знизу для точних констант, регла-
ментована співвідношенням  (6) в теоремі 1, справджу-
ється. Теорема 1 повністю доведена.

Висновки

 (І)  В умовах теореми 1   фіксованих nL  та nÁ

,при 0®d  маємо

( ) ( )nrqpnnr B Á÷
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1~;,
d

dL .

(ІІ) Для багатьох лінійних додатних методів nL
виконується наступна умова:

( ) ( )¥®Î÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=- ¥ nLf

n
Off pn ,1 2

2L .     (37)

Такими методами, як відомо [8] є, наприклад, оператори
Джексона, Коровкіна та інші. Нескладно показати, що
для таких операторів

( ) ( )2,1,01; =÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=¥¥ k

n
OW kn

k Le .

У цьому випадку (37)   за умов 0®n , 0®d
теорема 1 надає наступні співвіднощення
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