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В данной работе рассмотрена математическая модель автоколебаний (помпажа) в гидросистеме, включаю-
щей одноступенчатый центробежный насос с акустической емкостью на его входе. Проведен бифуркаци-
онный анализ режимов функционирования рассматриваемой динамической системы при варьировании ее 
волнового сопротивления и коэффициента гидравлических потерь на подводящей магистрали. 
 
В даній роботі розглянута математична модель автоколивань (помпажу) у гідросистемі, що включає одно-
ступеневий відцентровий насос з акустичною ємністю на його вході. Проведений біфуркаційний аналіз ре-
жимів функціонування в розглянутій динамічній системі  при варіюванні її хвильового опору та коефіціе-
нту гідравлічних втрат на підвідній магістралі.     

  
In this paper we consider the mathematical model of the oscillations (surge) in the hydraulic system, which in-
cludes a single-stage centrifugal pump with an acoustic capacity at its input. Performed bifurcation analysis modes 
of operation of the dynamical system by varying its wave resistivity and hydraulic losses on the supply line.  

 
Введение. Лопастные насосы малых ресурсов 

работают в кавитационном  режиме перед срывом по-
дачи [1], в котором самовозбуждаются автоколебания 
неизвестной природы [2]. Автоколебания в гидросис-
теме с центробежным насосом возбуждались из-за про-
вала уровня в емкости и всасывания атмосферного воз-
духа [3]. В этом случае причиной неустойчивой работы 
насоса было образование восходящей ветви на его на-
порной характеристике  QH . Подача воздуха на вход 
в шнеко – центробежный насос приводила к образова-
нию восходящей ветви на напорной характеристике 
шнека. При этом возбуждение автоколебаний наблюда-
лось при монотонно убывающей напорной характери-
стике шнеко – центробежного насоса в целом [4].  

При снижении кавитационного запаса h  
автоколебания возникали перед срывом подачи 
одноступенчатого центробежного насоса в области 
восходящих кавитационных разветвлений  h,QH   его 
убывающей напорной характеристике  QH  [5]. 

Условием, определяющим работу лопастного 
насоса перед срывом подачи в области кавитационных 
разветвлений, является неравенство 0вх  pH  [6]. 

Автоколебания (помпаж) возникающие из-за снижения 
плотности при подаче воздуха на вход шнеко–центро-
бежного насоса или при кавитации, обусловленной 
снижением величины h , могут наблюдаться при 
монотонно убывающей напорной характеристике на-
соса в целом. Это следует из условий,  определяющих 
границу области устойчивости, когда число степеней 
свободы гидросистемы 2n  [7]. 

Теоретическая напорная характеристика насоса 

 QH т  центробежных насосов, лопасти которых за-
гнуты против вращения рабочего колеса, является ли-
нейной убывающей зависимостью. Действительная на-

порная характеристика насоса      QhQHQH н
т  , 

когда гидравлические потери   Qhн  в его проточном 
тракте возрастают с увеличением  производительности, 
также является монотонно убывающей функцией рас-
хода Q . Восходящая ветвь на характеристике  QH  в 
области малых расходов лопастных насосов образуется 
при появлении нисходящей ветви отрицательного со-
противления на зависимости  Qhн  (рис.1, а).  

 
 
Рис.1. Иллюстрация образования: а) нисходящей ветви на зависимости гидропотерь  Qhн ; б) восходящей 

ветви на напорной характеристике центробежного насоса, где 1 – теоретическая линейная зависимость  QH т  
насосов ЖРД, 2 – действительная напорная характеристика  QH  
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Необходимое условие возбуждения автоколеба-
ний при преобразовании механической энергии или те-
плоты в напор движущегося потока заключается в по-
ложительности потока акустической энергии 0A  [8]. 
В соответствии с цепочкой неравенств: 

0н 
dQ
dh

 0A , 0
dQ
dH

 0A ,  

 запаздывание 0  0A ,  
определяются механизмы возбуждения автоколебаний. 
Из этих условий следует, что нисходящая ветвь отрица-
тельного сопротивления зависимости  Qhн  порождает 
восходящую ветвь на характеристике  QH  (рис.1, б), 
являющейся причиной автоколебаний помпажа. 

В работе [3] рассмотрена математическая модель 
автоколебаний (помпажа) в гидросистеме, включающей 

центробежный насос при впуске воздуха в подводящей 
магистрали. В [6] был проведен бифуркационный ана-
лиз динамических режимов в замкнутой гидросистеме с 
центробежным насосом, работающим в кавитационном 
режиме перед срывом подачи, и акустической емкостью 
на напорной магистрали. В данной работе рассматрива-
ется аналогичная задача для гидросистемы с акустиче-
ской емкостью на подводящей магистрали.  

Постановка задачи. В данной работе опреде-
ляются автоколебания (помпаж) в замкнутой гидросис-
теме, включающей одноступенчатый центробежный на-
сос с акустической емкостью на его входе (рис. 2), ра-
ботающий в кавитационном режиме перед срывом по-
дачи.  

 

 

 
Рис.2. Схема замкнутой гидросистемы, в которой центробежный насос работает перед срывом подачи 

Анализ полученных результатов. Нестацио-
нарные движения жидкости в гидросистеме (рис.2), ко-

гда 
dt
dP

dt
dp

вх , описываются следующей нелинейной 

автономной динамической системой 
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где 
g
ppP


вхe  , constp e ,   2kQQR   – 

гидравлические потери в подводящей магистрали, пер-
вое уравнение выражает закон сохранения импульса 
массы, а второе уравнение – закон сохранения массы. 
Система уравнений (1) дополняется приключенной к 
колебательному контуру характеристикой магистрали  

 нcен Qghpp  .                         (2) 
Воспользовавшись напорной характеристикой 

насоса  нQH  или рабочей ветвью ее кавитационных 
разветвлений  h,QghHpp  нвхн  , а также 
характеристикой сети (2), приходим к следующей зави-
симости 

 нQfP  ,                                (3) 
где положено      нcнн Qhh,QHQf   . Обозначив 
обращение зависимости (3) через  PQ н ,  систему 
(1) окончательно можно записать в следующем виде 

 

 


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
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.QP
dt
dPgС

,QRP
dt
dQ

g
L





a

a

                    (4) 

Параметры стационарного режима определяются 
решением системы уравнений (4) при выполнении ус-
ловий:  

0
QQdt

dQ , 0
PPdt

dP ,             (5) 

что приводит к следующему алгебраическому уравне-

нию      Qhh,QH  , где      QhQRQh c  – 
характеристика гидросети (рис.2), представляющая 

квадратичную зависимость   2QkQh  , ckkk   – 
коэффициент гидравлических потерь во всей гидросис-
теме, включающей центробежный насос.  

Отметим, что когда напорная характеристика 
 нQH  или ее кавитационные разветвления  h,QH н  

имеют восходящие ветви, определяемые неравенством 
0н  QH , обращение  PQ н  зависимости (3) 

становится неоднозначным. В этом случае удобно с по-
мощью (3) в системе (4) перейти к новым переменным 
Q  и нQ , в которых она примет следующий вид 

 

 









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2
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Несложно проверить, что динамическая система 

(6) имеет два положения равновесия 
1Q  и 

2Q , 
определяемые как корни алгебраического уравнения 

  02  kQQf . Матрица Якоби системы (6) имеет вид 

 
 

 
    

   

























2
н

ннн
н

н
н

2

Qf
QQQfQf

Qf

QfQk
Q,Q 


J ,  (7) 

где обозначено 1
a
 gL ,   1

a
 gC . Предположим 

для определности, что   21 QQ  и определим тип и 
характер устойчивости данных состояний равновесия. 
Для этого, как известно, необходимо найти собственные 

значения  j
,21  матрицы (7) при *

jQQQ н   21;j  . 

Имеем 

 
 

 
  2
0

1
0

21 22 














j
j

j
j
, i





 ,                 (8) 

где      





j
j

j

Qf
Qktr  20 J ,  

     




















j

jj

Qf

kQ2
1det1  J    21;j  . 

 Нетрудно проверить, что   21 QQ  справедливо 

неравенство       2c2 2 QkkQH . Пусть   02  Qf , то-

гда т.к.       22c22 22 kQQkQHQf , то 

  021
2

2 







Qf
kQ   01  . Поэтому в этом случае 

положение равновесия    2н2 QQ,QQB  является сед-
лом.  

Если   02  Qf , то   02
0  ,   02

1   и из 
критерия Рауса – Гурвица следует, что рассматриваемое 
положение равновесия является устойчивым фокусом. 

Аналогично проверяется, что если   01  Qf  выполня-

ются неравенства    02
0  ,   02

1   и, следовательно,  

положение равновесия    1н1 QQ,QQA  также явля-

ется устойчивым фокусом. Если же   01  Qf , то топо-
логическая структура фазового портрета в окрестности 
положения равновесия A  более содержательна. Мы да-
лее покажем, рассматривая 0  или 0 как 
бифуркационный параметр, что в окрестности положе-
ния равновесия A  возникает субкритическая бифурка-
ция Андронова – Хопфа.  Действительно, рассматривая 
для определенности   как бифуркационный параметр, 
имеем: 
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 , ,  

где    112 QfQk . Таким образом, с увеличением 
параметра   комплексно сопряженные собственные 

значения        1
21

1
21 ,,   переходят с левой (устойчивой) 

комплексной полуплоскости в правую (неустойчивую) 
полуплоскость.  При этом в точке бифуркации, т.е. ко-

гда    имеем критический случай. Хорошо извес-
тно, что в критическом случае устойчиваость положе-
ния равновесия не определяется собственными значе-
ниями матрицы линеаризации. В нашем случае в точке 
бифуркации положение равновесия A  линеаризованной 
системы является центром. Мы далее покажем, что при 
этом исходная нелинейная система имеет в точке A  
слабый фокус. Для этого воспользуемся вычислением 
первой ляпуновской величины.  В точке бифуркации 
система (6) имеет следующий вид 
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где введены обозначения:  1Q , ka 2 , 
 fb  , 

           2ннн1   QkQffQfQ,QF , 
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 . Для вы-

числения первой ляпуновской величины приведем сис-
тему (9) к нормальной форме. Прежде всего, отметим, 

что матрица  
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
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D  с помощью преобразования 

подобия, определяемого матрицей 
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M , где 
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с помощью замены переменных    н1 Qx , 
  н2 Qax  система (9) приводится к нормальной 
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,,

1211
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1
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 . 
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 Известно [9], что для системы (10) представлен-
ной в нормальной форме, первая ляпуновская величина 
вычисляется с помощью следующей формулы  
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Проведенные расчеты показывают, что в рас-
сматриваемой задаче 01  , т.е. первая ляпуновская 
величина положительна. Это, как известно [10], отве-
чает случаю субкритической бифуркации Андронова – 
Хопфа. 

 Состояние равновесия A  до точки бифуркации 
окружено неустойчивым предельным циклом  , 
ограничивающим область притяжения устойчивого фо-
куса A . При подходе к точке бифуркации неустойчи-
вый цикл   стягивается к состоянию равновесия A .   

В точке бифуркации цикл   исчезает, состоя-
ние равновесия A  становится слабым неустойчивым 
фокусом. В этом случае возникает жесткая потеря ус-
тойчивости стационарного режима, определяемого осо-
бой точкой A .   

 
Рис.3. Фазовые портреты динамической системы (6) при варьировании параметра   
 

Таким образом, если   , то особая точка A  
является неустойчивым фокусом. С уменьшением  , 

при   , фокус A  становится устойчивым, с обла-
стью притяжения, ограниченной неустойчивым пре-
дельным циклом   (рис.3, а), который увеличивается 
при дальнейшем уменьшении  .  

Снаружи цикла   расположен устойчивый пре-
дельный цикл R , которому соответствуют релаксаци-
онные автоколебания (рис.4) с участками быстрых дви-

жений вдоль прямой  max
нн QQ  , где 

   н
max

н
н

argmax QQ
Q

 ,     
k
QfQ н

н  .  

При уменьшении  параметра   предельный 
цикл R  уменьшается и при некотором значении  

    возникает бифуркация слияния циклов 
  и R , в результате которой они исчезают. При 

 0  оба положения равновесия A  и B  
являются устойчивыми. Если начальное условие 

 max
н0н QQ t  , то в дальнейшем фазовая траектория 

асимптотически приближается к положению 

равновемия A , а если  max
н0н QQ t   – то к 

положению равновесия B . 
 

 

 
 

Рис.4. Зависимости релаксационных автоколебаний расхода жидкости в гидросистеме (рис.2)  
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При изменении коэффициента k  
гидравлических потерь на подводящей магистрали 
возможны также бифуркации состояний равновесия в 
динамической системе (6). На рис. 5, а приведены 
графики зависимостей собственных значений матрицы 

(линеаризации) Якоби для состояния равновесия A , а 
на рис. 5, б – для состояния равновесия B .   

 

 

 
Рис.5. Зависимости собственных значений матрицы Якоби состояний равновесия динамической системы (6)  

  
Анализ зависимостей (рис.5) показывает, что суще-

ствует два критических значения 
1k  и 

2k  параметра 

k .  Когда  1kk   положение равновесия A  является 

неустойчивым фокусом. В точке A  при  1kk  возни-
кает субкритическая бифуркация Андронова  –  Хопфа.  

Если   21 kkk , то положение равновесия является ус-

тойчивым фокусом, а при  2kk   –  является устойчи-

вым узлом.  Когда  1kk  точка B является устойчивым 

фокусом, при   21 kkk  –  устойчивым узлом, а при 
 2kk  является седловой особой точкой.  

 Отметим, что при приближении друг к другу по-
ложений равновесия A  и B  предельный цикл релакса-
ционных автоколебаний уменьшается (рис.6). 

 

 
 

Рис.6. Деформация предельного цикла релаксационных автоколебаний при уменьшении   12 QQ  
 

Когда 0  неподвижные точки A  и B  
сливаются в одну. При этом в гидросистеме (рис.2) су-
ществует единственный равновесный режим, опреде-
ляемый неподвижной точкой BA  . Характер устойчи-
вости данного режима определяется собственными зна-

чениями (8). В этом случае    
2,1

1
2,1

0
2,1   . Причем, 

т.к.     ckkH  2 , где   21 QQ , то 

    01
1

0
1     01  , 


 k
k

2
22  . Таким 
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образом, при 
2
Zkk   , где 


Z – волновое 

сопротивление, выполняется неравенство   02 k  и 
равновесный режим является неустойчивым 
(неподвижная точка BA   является неустойчивым 

узлом). Соответственно при  kk  справедливо 
неравенство   02 k , т.е. неподвижная точка BA   
является устойчивым узлом и определяемый ею равно-
весный режим является устойчивым. 

  
Выводы 

 
Получена математическая модель 

нестационарных движений жидкости в замкнутой 
гидросистеме, включающей одноступенчатый 
центробежный насос с акустической емкостью 
(воздушной подушкой) на его входе, который работает 
в кавитационном режиме перед срывом подаци. 
Установлен характер перестроек режимов 
функционироания данной динамической системы при 
варьировании ее волнового сопротивления и 
коэффициента гидравлических потерь на подводящей 
магистрали. Установлено существенное отличие 
топологической структуры фазовых портретов 
динамических систем для гидросистем с емкостью на 
подводящей [6] и напорной магистралях. 
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