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Надано загальний вигляд тангенціальної кривої, що породжена даною опуклою кривою. Досліджено 
окремі характеристики тангенціальної кривої. 
 
Дан общий вид тангенциальной кривой, порожденной данной выпуклой кривой. Исследовано отдельные 
характеристики тангенциальной кривой. 
 
A general form of tangential curve generated by the given convex curve is presented. It is investigation  distinct 
characteristics of a tangential curve. 

 
Вступ. Однією з основних задач прикладної ме-

ханіки є побудова механізмів, які мають можливість 
відтворювати достатньо складні криві які є траєкторія-
ми окремих точок ланок [1]. Це можуть бути і алгебраї-
чні, і трансцендентні криві. Порядок і вигляд цих кри-
вих, взагалі, можуть бути будь-якими. Всі міркування 
даної роботи базуються на представлені опуклих кри-
вих, яке розглянуто в роботі [2]. У ній доведено, що для 
того, щоб замкнена крива Г була гладкою та строго 
опуклою, необхідно та достатньо, щоб вона була пред-
ставлена у вигляді  
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де функція )(  є гладкою 2 -періодичною функцією 
такою, що друга похідна )(   існує всюди на періоді і 
при цьому виконується нерівність 
                    0)()(       ( ]2,0[  ). 
Функція )(  є опорною функцією кривої )(  в точці 

)( , тобто при кожному значенні ]2,0[   величина 
)(  співпадає з відстанню від початку координат до 

дотичної до кривої )(  в точці )( . 

Формулювання цілей статті. Метою даної ро-
боти є отримання загального рівняння тангенціальної 
кривої, яка породжена довільною опуклою кривою, 
дослідження її властивостей.  

Основна частина. Сформулюємо означення тан-
генціальної кривої. Якщо крива )(  в кожній точці 
має дотичну  )(),()(  yx  , то для заданого   
геометричне місце точок кінців векторів довжини   з 
напрямком )(  і початком в точці )(  називається  
- тангенціальною кривою або просто тангенціальною 
кривою.  - тангенціальну криву для кривої )(  буде-
мо позначати )( . Сама крива )(  по відношенню 
до тангенціальної кривої називається тракт рисою [4]. 

Якщо крива )(  має кутову точку 0  з до-
тичними векторами )0( 0    і )0( 0   , то частиною 
тангенціальної кривої будемо вважати дугу кола з 
центром в даній точці 0  і радіусом . 

Нехай крива )(  визначається рівністю (1). 
Тоді напрямний вектор дотичної до кривої )(  в точці 

),(   є   )sin,(cos)()(),(   . 
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Так як крива )( опукла і величина 
0)()(    додатна, то вектор )sin,(cos)(  a  

є нормалізований вектор кривої. Таким чином, для тих 
точок кривої )( , де існує похідна )( , рівняння 
тангенціальної кривої буде мати вигляд  

         sin,,cos,,  yxa . 
Для кутових точок частиною тангенціальної кри-

вої є частини кола радіуса . Таким чином, отримали 
наступне твердження. 

Твердження 1. Нехай )(  - строго опукла кри-
ва. Тоді її тангенціальна крива )( для всіх точок, 
які не є кутовими, має вигляд 

   
  












,sin))((cos)(
,cos))((sin)(

,
,

,










 y

x
    

(2) 

де )( - функція така, що )()(    не змінює знак 
на періоді. Для кутових точок – це є частини кола радіу-
са . 

Знайдемо умови, при яких тангенціальна крива 
буде опуклою. Відповідь на це питання дає наступне 
твердження. 

Твердження 2.  Нехай )(  - опукла, замкнута 
крива і )(  її опорна функція. Для того щоб тангенці-
альна крива )(  була  опуклою, необхідно та доста-
тньо, щоб виконувалась одна з нерівностей: 
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Дійсно, умова опуклості еквівалентна тому, що кривина 
кривої додатна, тобто 
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при всіх ]2,0[  . 
Підставимо значення похідних 

     ,sincos  x  
     ,cossin  y  

          ,coscossin  x  
          ,sinsincos  y  

в формулу для обчислення кривини кривої. Отримаємо, 
що кривина тангенціальної кривої )(  в точці   
буде визначатися наступною рівністю 

      
      2/322
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K . 

Таким чином, умова (5) еквівалентна умові 
        0)()( 22   ,   ( ]2,0[  ) 
що і доводить нерівності (3) - (4). 

Знайдемо зв’язок між опорною функцією )(  
тангенціальної кривої )(  та опорною функцією 

)(  кривої )( . 
Нехай   - кут між дотичною тангенціальної 

кривої та додатнім напрямом осі OX. Тоді 
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Дійсно, дотична до тангенціальної кривої зада-
ється рівнянням 

        cossincossinx  
       sincossincos  y . 

Тоді, відстань від початку координат до дотичної танге-
нціальної кривої дорівнює 
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Таким чином, опорна функція тангенціальної кривої 
)( дорівнює )()(  r , де 
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Твердження 3. Площа )( S  фігури, обмеженої 

тангенціальною кривою )( , що породжена опук-
лою  кривою )( , не залежить від вигляду кривої 

)( , тобто 
2)()(   SS , 

де )(S  - площа фігури, обмеженої кривою )( . 
Дійсно, нехай )(  - опукла крива, тоді вона 

може бути представлена у вигляді (1). Отже, її тангенці-
альна крива )(  буде мати вигляд (2).   
Так як площа фігури S, обмеженої кривою , визнача-
ється рівністю 
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Використаємо значення функцій )(x , )(y , )(x , 
)(y  та їх диференціалів 
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      ,sincos  ddx   
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отримаємо, що 
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Враховуючи, що для 2 - періодичної функції з інтегро-
ваною похідною має місце рівність 
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отримуємо 
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що і треба було довести. 
Нехай крива Г, що представлена у вигляді (1), є 

кривою рівної ширини d. В роботі [3] доведено, що у 
цьому випадку її опорна функція має вигляд 
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На рисунку 1 наведено тангенціальні криві для кривих 
рівної ширини. 
 

  
        
      а)             б) 

 
Рис. 1. Приклади тангенціальних кривих для  

кривих рівної ширини: а) опорна функція 
 5cos30)(  ,  = 20;  б) опорна функція 
 3cos9)(  ,   = 5. 

 
Також в роботі [3] доведено, що якщо крива Г, яка зада-
на у вигляді (1), є дельта-кривою, то її опорна функція 
має вигляд 
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На рисунку 2 наведено приклади тангенціальних кривих 
для дельта-кривих. 
 

   
        
        а)             б) 

 
Рис. 1. Приклади тангенціальних кривих для де-

льта-кривих: а) опорна функція  4cos15)(  ,   = 
15;  б) опорна функція  2cos3)(  ,     = 3. 

 
Висновки 

 
У даній роботі розглянуто задачу побудови тан-

генціальної кривої для довільної опуклої кривої, прове-
дено дослідження умов опуклості тангенціальної кри-
вої. Встановлено зв’язок між опорними функціями тан-
генціальної кривої та довільної опуклої кривої, яка по-
роджує тангенціальну криву.  
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