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Застосування оптимального керування в диференціальній грі 
 

ТИМЧЕНКО С.В., ТОЛСТИХ Ю.М., ПЕТЛЯ А.О. 
 

Дніпродзержинський державний технічний університет 
 

Розглядається диференціальна гра з двома гравцями, цілі яких альтернативні. Знайдена оптимальна страте-
гія одного з гравців, яка забезпечує йому виграш. 
 
Рассматривается дифференциальная игра с двумя игроками альтернативных целей. Найдена оптимальная 
стратегия одного из игроков, обеспечивающая его выигрыш. 
 
One problem of differential plays with two alternative player is observed. Optimational winning strategy of one 
player is presented. 

 
Постановка задачі. Розглядається керований 

об’єкт 
vuxAx 
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де 2R)t(xx 

  – вектор фазових координат, які опи-

сують стан об’єкту, 2RP)t(uu 
 – перше керуван-

ня, яке є дією першого гравця,  2RQ)t(vv 
 – дру-

ге керування, яке є дією другого гравця, 
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A – матриця динаміки об’єкту з постійни-

ми елементами. 
 В нашій задачі допустима множина Р керувань 

першого гравця має вигляд (рис. 1) 

 
 

Рис. 1 
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допустима множина Q  керувань другого гравця має 
вигляд (рис. 2) 

 
Рис. 2 
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Ціль першого гравця – найшвидше зближення 
фазової точки )t(x  з заданою множиною 2RM  . 
Другий гравець намагається або виключити зустріч з 
M , або максимізувати час до зустрічі. 

Функціоналом цілі, або ціною гри є час до на-
ближення точки )t(x на цільову множину M . 
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Дослідження системи та знаходження оптима-
льної її поведінки. Множину M  задамо за допомогою 
системи нерівностей (рис. 3) 

12 21  x,x  

    ,x;x 223   
                     (4) 
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Рис. 3 

 
Матриця динаміки об’єкту в нашій задачі має ви-

гляд 
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A – матриця повороту              (5) 

Якщо керована дія гравців постійна, тобто 
*v)t(v*,u)t(u 

 ,                           (6) 
то рух )t(x  системи (1) являє собою обертання по го-
динниковій стрілці навколо точки cx , яка є нулем пра-
вої частини системи (1). Так як, у нашому випадку 

AA 1 , то 
0


 *v*uxA c                             (7) 
звідки 

 *v*uAxc


                             (8) 
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 – менша дуга кола радіуса 23 з центром на початку 
координат, яка з’єднує точки 1m , 2m  (рис. 4) 

Покажемо, що ціна гри  M,xT   буде 
  M,xT  , Mx 

                    (10) 
Нехай 
   00 21121  x,x,xxxZ   

   00 21122  x,x,xxxZ   

  231   xx 
                                            (11) 
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Рис. 4 
 
Позначимо через  21,iZi   частину множини 

iZ , яка складається з точок, які лежать строго нижче 
дуги i . 

Нехай 
  iii Z/ZZ , 

 12 xxxZ 
 ,                            (12) 

  ZZ – частина множини Z , яка лежить строго ниж-

че (вище) дуги  . Множини Z , 
1Z , 

2Z  показані на 
рис. 4. 

Визначимо на множині  M/R 2  стратегію 
другого гравця у вигляді: 
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яка забезпечує умови задачі. 
Покажемо, що стратегія  xV 

  не допускає пот-
рапляння траєкторії системи на множину M з будь-
якої початкової точки  M/Rx  

 2
0 . 

Нехай Zx0
 . Тоді до виходу з множини Z  

другий гравець застосовує постійне керування 



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


1
0

*v . Якщо перший гравець використовує керуван-

ня P*u 
 , то отримуємо умови, яким повинні задово-

льняти координати центра обертання 
    020 21  cc x;x .                       (14) 

Тоді при будь-яких діях першого гравця траєкторія сис-
теми(1) буде лежати не нижче дуги кола радіуса 0x  з 

центром на початку координат і при виході з Z  перет-
не пряму 21 xx   вище точки 1m . Аналогічно, для мно-

жини Z  маємо: 
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    002 21  cc x;x .                    (15) 
Тому траєкторія системи буде лежати не вище дуги 
кола радіуса 0x  з центром на початку координат і при 

Z  потрапить на лінію 21 xx   нижче точок 1m  і 2m . 

Нехай   210 ZZx . Тоді до виходу з множини 
  21 ZZ  другий гравець застосовує постійне керування 











0
1

*v . З рівності (8) отримаємо умови 

     111 21  cc x;x                     (16) 

Отже, при виході з 
1Z  траєкторія системи пере-

тинає пряму 02 x  строго вище дуги 1 , а при виході з 

2Z  прямі 12 xx   і 02 x  строго нижче дуги 2  при 

будь-яких діях першого гравця. 
Нехай M/ZZx   210

 . Тоді до виходу з мно-

жини   21 ZZ  другий гравець використовує постійне 

керування 









0
1

*v . З рівності (8) отримуємо умови 

    111 21  cc x;x .                         (17) 

Тоді при виході з 
2Z  траєкторія системи перетинає 

пряму 12 xx   вище точки 2m , а при русі в 
1Z  не 

перетинає множину М і потрапляє або на пряму 02 x  
строго нижче дуги 1 , або на пряму 12 xx   строго ни-
жче точки 1m . Таким чином рівність (10) доведено. 

Для отримання оптимальної фазової траєкторії 
складемо функцію Гамільтона 

     2212121 uvxvxf,H  


      (18) 

де  21 ,


 – вектор допоміжних змінних. 
Використовуючи принцип максимуму Понтрягі-

на отримуємо 
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signv
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*
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                               (19) 

Допоміжна система рівнянь до (1) має вигляд 

1
2

2
1


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






dt
d
dt

d

                                (20) 

Тому 
   
   02

01






tcosBt
tsinBt

 

 
Тоді для (1) отримуємо 

12

21
xx

xx






                                  (21) 

і оптимальна фазова траєкторія має вигляд 
   
   02

01






tcosAtx
tsinAtx

                       (22) 

де константи А і 0  отримуємо з початкових умов для 
(1). 

Висновки 
 

В роботі розглянута одна з альтернативних ди-
ференціальних ігор. Знайдена оптимальна стратегія 
поведінки гравця, яка забезпечує йому виграш. 
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