
Никитенко Н.И., Снежкин Ю.Ф., Сороковая Н.Н., Кольчик Ю.Н. 

 Никитенко Н.И., Снежкин Ю.Ф.,                                                                               Мат. мод № 2 (17), 2007 
    Сороковая Н.Н., Кольчик Ю.Н., 2007 

74

Метод математического моделирования теплопереноса и деформирования 
при ползучести 
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Излагается молекулярно - радиационная математическая модель неустановившейся  ползучести и чис-
ленный метод решения системы уравнений термоползучести в области с подвижными границами.  В 
качестве примера представлены результаты моделирования термоползучести для толстостенной трубы. 
 
Викладається молекулярно - радіаційна математична модель несталої повзучості і  чисельний метод рі-
шення системи рівнянь термоповзучості в області з рухливими границями. Як приклад представлені ре-
зультати моделювання термоповзучості  для товстостінної труби. 
                      
The molecular - radiating mathematical model of unsteady creep and the numerical method of decision of sys-
tem of the equations the heat creep in area with mobile borders is stated. As an example the results of model-
ling heat creep for a thick-walled pipe are submitted. 

                                                          
Введение.  Оценка ресурсоспособности конст-

рукций при высоких напряжениях и температурах не-
посредственно связана с расчетом полей температуры, 
деформаций и напряжений с учетом ползучести мате-
риалов. Анализу поведения материалов, свойства 
которых зависят от времени, посвящено значитель-
ное  число публикаций [1–5]. Одноосное растяжение 
образца при повышенной температуре приводит к 
зависимости деформации от времени. Полученная 
кривая состоит из качественно отличающихся четы-
рех участков. Начальный линейно-упругий участок 
не зависит от скорости нагружения тела. Затем сле-
дуют участки  с  монотонно уменьшающейся, при-
близительно постоянной (установившейся), и воз-
растающей скоростью ползучести. Последний уча-
сток завершается разрывом образца вследствие 
уменьшения его эффективного сечения и возникно-
вения внутренних пор.  

Функциональная зависимость деформации пол-
зучести ï

ij  от напряжения  , времени t , температу-
ры T  обычно определяется в результате обработки 
экспериментальных данных, полученных при одноос-
ном растяжении образцов. Традиционно полагают, 
что для каждого конкретного материала скорость де-
формации ползучести может быть представлена в 
виде произведения  ï

ij = )T(f)t(f)(f 321  . Наиболее 
часто функции 1f  и 2f  аппроксимируют степенными 

зависимостями вида 1
11

bB)(f   , 2
22

btB)t(f  . 
Зависимость деформации ползучести от температуры 
обычно принимается в виде эмпирической формулы 
Аррениуса )]kT/(Aexp[B)T(f 33  .  Эксперимен-
тальное исследование интенсивности ползучести обыч-
но проводится при условиях постоянства температуры и 
внешних нагрузок. Именно для  этих условий справед-
ливо выражение [4]   

ï
ij = 1

0
bB  2bt )]kT/(Aexp[ , 

где  0B const .   
Современное состояние теории ползучести 

характеризуется наличием значительного числа ги-

потез, которые не всегда согласуются между собой. В 
опубликованных работах  в основном рассматриваются 
частные задачи ползучести и упрощенные подходы к их 
аналитической и численной реализации для случаев ус-
тановившейся ползучести при постоянных внешних на-
грузках и температуре. До настоящего времени фактиче-
ски не сформулирован физический механизм ползучести, 
отсутствует замкнутая математическая модель простран-
ственной, неустановившейся ползучести, позволяющей 
сформулировать универсальный алгоритм расчета явле-
ний ползучести в элементах инженерных конструкций.  

Ниже рассматривается математическую модель и 
сеточный метод решения пространственных задач о 
термических деформациях и напряжениях с учетом 
неустановившейся ползучести. 

Активационный механизм термоползучести.  
Ползучесть представляет собой неравновесный процесс 
деформирования под действием внешних сил, при кото-
ром местоположение отдельных частиц тела непрерыв-
но изменяется. Деформации ползучести при неизмен-
ных внешних нагрузках могут проявиться через очень 
небольшой отрезок времени, если температура тела 
является достаточно высокой (кратковременная ползу-
честь) и через много лет (длительная ползучесть), если 
температура тела является низкой. Столь сильная зави-
симость динамики процесса от температуры является 
характерной чертой активационных процессов, в част-
ности диффузии,  испарения, тепловой ионизации, дис-
социации, химических реакций. Резкое  возрастание их 
интенсивности с повышением температуры  объясняет-
ся активацией частиц вследствие некоторых флуктуа-
ционных процессов, природа которых до недавнего 
времени оставалась неясной.                  

На базе молекулярно - радиационной теории [6] 
сформулирован следующий механизм активационных 
процессов  диффузии. Предельный уровень энергии 
I , на котором может находиться частица компонента 
  в активационных процессах, определяется из усло-
вия   h)IAhI 1 (  , где A — энергия акти-
вации. Частица, находящаяся на уровне I , после 
поглощения фотона h  активизируется и, отдавая 
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энергию  h)I 1 (  , разрывает связи с соседними 
частицами, совершает диффузионный переход и оказы-
вается на нулевом энергетическом уровне в соседней 
ячейке. Функция iw  распределения частиц,  испус-
кающих и поглощающих фотоны частоты  ,  по энер-
гиям в активационных процессах,  которая найдена на 
основе закона интенсивности спектрального излучения 
частиц [7,8], имеет вид [6] 
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   (1)  

где I  – предельный энергетический уровень, на кото-
ром может находиться частица. Отметим, что из (1)  при  
I   следует   закон распределения Максвелла-

Больцмана, который подтвержден многочисленными 
экспериментальными данными.  

В соответствии с (1),  масса частиц единичного 
объема, которые за единицу времени достигают энергии 
активации A  и совершают диффузионный перескок, 
равна [6]   

     G =
1
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A

exp ,                        (2)                

 где   – осредненный по частотам   коэффициент излу-
чения. Отметим, что вытекающее из (2) выражение для 

коэффициента диффузии 
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хорошо согласуется с экспериментальными данными и 
при A /k T >> 1 переходит в эмпирическую формулу 
Аррениуса для твердых тел, а при A /k T << 1 – в фор-
мулу   Эйнштейна для жидких сред. 

 Диффузия частиц вдоль линии действия внеш-
них растягивающих напряжений   требует меньших 
энергетических затрат по сравнению со случаем, когда 
 =0. Пусть тело имеет решетчатую структуру. Части-
цы связаны с узлами решетки и их число в каждом еди-
ничном объеме равно n . Расстояние между ближайши-
ми узлами решетки равно a . Частица, находящиеся на 
нулевом энергетическом уровне, неподвижна и распо-
лагается в узле кристаллической решетки. После по-
глощения одного из фотонов h , которые движутся с 
равной вероятностью во всех направлениях, частица 
возбуждается и совершает колебания вдоль оси, парал-
лельной импульсу поглощенного фотона. В дальнейшем 
частица поглощает и излучает фотоны h , движущиеся 
вдоль этой оси. Если в результате поглощения фотонов 
h  частица достигает энергии активации, то она со-

вершает диффузионный перескок  в направлении им-
пульса фотона h . В случае отсутствия  внешних сил  
результирующий поток частиц в произвольном направ-
лении равен нулю.  

Рассмотрим два слоя частиц, расположенных в 
плоскостях  z и az   на расстоянии шага кристалличе-
ской решетки. Пусть внешняя сила  направлена вдоль 
оси z .  Динамика ползучести характеризуется плотно-
стью результирующего потока J частиц вдоль оси z  от 

слоя z к слою az  . При перескоке частицы в направле-
нии, составляющим угол   по отношению к z на части-
цу действует сила )na/(cosf  = )a/(cosm  , где 
m – масса частицы. Работа этой силы на пути a  равна 

 /cosmfaED  . Соответственно энергия акти-
вации частицы в этом направлении равна 

 A)(A   /)cos(m . Масса частиц )(dG   из 
слоя z единичной площади, которые за единицу време-
ни достигают энергии активации и совершают диффу-
зионный перескок  под углом   к внешней силе в эле-
ментарный телесный угол  ddsind  , где  -угол 
долготы, равна 

)(dG  = 


 ddsin
kT

/cosmAexpa
1

1






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







  . 

Плотность потока частиц через, покидающих  
плоскость z  и движущихся в пополусферу 

20 /  , равна 
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kT
/cosmAexpdaJ











 .                                

При условии, что  
  1 kT/)/cosmA(exp  , из последнего выраже-

ния следует 

 1112 2ä  )N)(Nexp(
N

)Nexp(aJ 


 .     (3) 

где N  и äN - критерии подобия, 

                äN
kT
A

,    N
kT
m


 .                    (4)  

Критерий äN  характеризует диффузионную активность 
частиц тела. Критерий N  определяет влияние внешних 
сил, температуры и плотности материала на динамику 
смещения  частиц тела, в частности при ползучести. 

Аналогичным образом находится плотность по-
тока частиц J    в отрицательном направлении оси z . 
Результирующая плотность  потока  массы частиц  

  JJJ =. )N(
N

N
)Nexp(a 



 sh
1

4 2ä


 .     (5) 

Гиперболический синус )]/2exp(--)[exp()sh(   , 
представляет собой  монотонно  возрастающую функ-
цию, симметричную относительно точки 0  
( 0)0sh(  ). При 0  величина 0J . Скорость пол-
зучести вдоль оси z пропорциональна результирующе-
му  потоку частиц  




a
J

ï = )N(
N

N
)Nexp(B 



 sh
1

2ä


 = )T,(f)T(g  ,                                               

(6)  
где const ;  4B ; )T(g )Nexp(B ä ;   

21sh  N/)N)(N()T,(f  . 

Когда 0 , величина ï =0. В связи с тем, что 

при ползучести тело ведет себя как несжимаемая жид-
кость, то возникновение потока частиц вдоль внешней 
силы относительно центра тяжести тела приводит к 
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увеличению размера тела вдоль оси z  и к уменьше-
нию размера вдоль осей x и y  вследствие перескоков 
частиц в плоскости ( y,x ). 

Напряженно-деформированное состояние 
трехмерного тела, подвергающегося ползучести 
вследствие действия внешних сил и неравномерного 
поля температуры,  характеризуется тензорами на-
пряжений ij  и деформаций ij , каждый из которых 
определяется шестью независимыми компонентами. 
Для этого тела, так же, как и в случае упругих и пла-
стических деформаций, справедливы уравнения рав-
новесия, геометрические уравнения взаимосвязи 
между компонентами тензора деформаций ij  и  
вектора перемещения iu , уравнение переноса энергии. 
Полная деформация ij  тела складывается из упру-

гой деформации ó
ij  и деформации ползучести ï

ij  

[3] 
                          ij = ó

ij + ï
ij .                             (7)     

Тензор упругих деформаций (при ï
ij =0)  свя-

зан с тензором напряжений следующими уравнения-
ми [3]: 

ó
11 = T)]([

E
  332211

ó

1 ,            

112
ó
12  / , 

ó
22 = T)]([

E
  331122

ó

1 , 

           113
ó
13  /  ,                            (8)    

ó
33 = T)]([

E
  221133

ó

1 ,            

123
ó
23  /  , 

где óE  — модуль упругости; 1 - первый коэффици-

ент Ляме, )](/[E   12ó1 ;  – коэффициент ли-
нейного термического расширения. 

В соответствии с экспериментальными данными 
деформации ползучести характеризуется изменениями 
формы тела без изменения его объема, т.е. дисторсией 
[4]. Для несжимаемой среды справедливы выражения 

const ï
ñð

ï
33

ï
22

ï
11 3       и 

           0ï
33

ï
22

ï
11    .                              (9) 

После освобождения тела от внешних нагрузок и 
выравнивания температуры тело переходит в состояние 
равновесия. При этом, также как  для  несжимаемой жид-
кости, для произвольной частицы тела  (атома или моле-
кулы), расположенной внутри тела, равнодействующая 
сил взаимодействия с другими его частицами равна ну-
лю. Только для частиц, расположенных в окрестности 
граничной поверхности указанная равнодействующая 
отлична от нуля. Это означает, что  в энергетическом 
отношении мера остаточных деформаций, возникших 
вследствие ползучести при неизменной температуре тела, 
полностью определяется  изменением площади наружной 
поверхности тела. Поэтому при расчете динамики ползу-
чести достаточно учитывать  изменение геометрии тела, 
обусловленное  остаточными деформациями.     

В теории ползучести, как и в теории течения вяз-
кой жидкости, принимается существование однознач-
ной зависимости между   интенсивностью скоростей 
деформаций ï

i  и интенсивностью напряжений i . 
При этом  для каждой точки тела она сохраняется такой 
же, как  для одномерной ползучести, обусловленной 
одноосным растягивающим (или сжимающим) напря-
жением, и считается известной [4], т.е. 

ï
i  = i ,                               (10)         

где  
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i = )()()()( 2
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23
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12

2
1133

2
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2
2211 6

2
2

  .                         (11) 
 

Так как выражение (10) для скорости деформа-
ции ползучести ï

i  аналогично по форме закону Гука 
для упругого тела при простом растяжении, то  зависи-
мость между компонентами тензора напряжений и ком-
понентами тензора скоростей деформаций может быть 
получена заменой  в известных  уравнениях теории уп-
ругости [4] деформаций на скорость  деформации и 
модуля сдвига  на модуль  ползучести ï .  С учетом 
(9) находим, что 

ï
11

ï
ñð11 2   ,       ï

22
ï

ñð22 2   , 
ï
33

ï
ñð33 2   ,     ï

12
ï

12   , 
ï
23

ï
23    ,         ï

31
ï

31   .             (12) 
где 3332211ñð /)(    

  Принимая во внимание, что при одноосном рас-
тяжении 3322   =0 и ñð = 11 /3, из  первого из 

уравнений системы (12) находим  11ï
ï
11

1
3
2




  . 

Поскольку деформация ï
i  связана с i  той же зави-

симостью, что и в эксперименте по одноосному растя-
жению (10), то 
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.                          (13) 

Из уравнений (12) и (13) следует 
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                                   (14) 
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В соответствии с уравнениями (7), (8) и (14) выра-
жения для  компонентов тензора  деформаций ij )t( n , 

возникающих вследствие изменений внешних напряже-
ний, массовых сил, температуры и геометрии тела прини-
мают вид 

11 = T)]([
E

  332211
ó

1 + ï
11 ,            

11212  / + ï
12 , 

22 = T)]([
E

  331122
ó

1 + ï
22 , 

          11313  / + ï
13 ,                           (15)    

33 = T)]([
E

  221133
ó

1 + ï
33 ,           

 /2323  + ï
23  . 

где dt
t

ijij 
0

ïï   . 

Если в трех выражениях (10) для 321 ,,i,ii  ,  два по-
следних члена перевести в левую часть и ввести обо-
значения 

ï
111111   T ,       ï

222222   T , 

           ï
333333   T ,                         (16) 

то уравнения (15) примут вид, аналогичный уравнени-
ям линейной упругости. В разрешенном относительно 
компонентов напряжения 321 ,,i,ii  , виде они запи-
сываются следующим образом  
 

              ii = ii 12 +  3322112   ,             (17) 
 

где 2 - второй коэффициент Ляме, 
 

)])(/[(E   121ó2 . 
 

Подставим выражения  (16) в (17) с учетом усло-
вий (9), а затем заменим компоненты тензора ij  через 

компоненты вектора смещения j,iu  при помощи гео-
метрических  уравнений 2/)uu( i,jj,ijiij   . В 
результате  получим 
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После подстановки полученных выражений в  
уравнения    равновесия   0 ij,ij X , получаем  
уравнению термоползучести  в перемещениях 
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где  

332211ñð3   = 332211 x/ux/ux/u  . 
 Для нахождения содержащейся в (20) темпера-

турной   функции T  используется уравнение переноса 
энергии [7] 

 
t
Tcv 
 = div ( gradT )+

t
T)(




 21 32 .        (21) 

 

Для замыкания системы уравнений термоползу-
чести (20), (21)  должны быть заданы  начальные и 
граничные  условия. Начальные условия для уравнения 
(20) и (21) определяют деформации ползучести, обу-
словленные внешними нагрузками, и температуру до 
момента 0t . Если до момента 0t тело было сво-
бодно от нагрузок, начальное условие для (20) может 
быть задано в виде 

00321 ),x,x,x(ui , 321 ,,i  .                (22) 
 

Предположим, что на части граничной поверх-
ности uS  заданы перемещения, а на части pS  напря-
жения, тогда граничные условия для уравнений (20) 
имеют вид 

u,,,i f)t,x,x,x(u ãð3ãð2ãð1       на    uS ,        (23)                                        

),xcos(),xcos(),xcos(

)t,x,x,x(p

iii

,,,i




332211

ãð3ãð2ãð1




,   

321 ,,i    на  uS ,                               (24) 
где   - нормаль к граничной поверхности S .  

Найденные в результате решения уравнений 
(20) – (24) функции iu , i 1, 2, 3, и T  используются 
для нахождения окончательных значений компонентов 
тензора деформаций по уравнениям (15) и напряжений 
по (18), (19) для момента времени êt . Поскольку 
функции  ijiji ,,u    получены с применением гео-
метрических уравнений, то  компоненты тензора де-
формаций ij  будут удовлетворять уравнения нераз-

рывности, которые выводятся из геометрических урав-
нений [4]. 

Процесс ползучести может сопровождается за-
метными  изменениями геометрических параметров 
тела вследствие  изменений внешних  воздействий, а 
также непосредственно ползучести. Поскольку изме-
нение геометрии тела само по себе приводит к пере-
распределению упругих напряжений и деформаций, 
нередко  возникает необходимость учитывать эти из-
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менения в процессе ползучести. С этой целью период 
протекания процесса ползучести  ê0 tt    разбивает-

ся на участки st  согласно условию 
)tt,S,...,,s(ttt Ssss ê1 21    .  После проведе-

ния решения  задачи (14)–(24) для первого участка 
1t ,  осуществляется коррекция геометрии тела в со-

ответствии с деформациями ползучести в точках гра-
ничной поверхности.  

Численный метод решения задач термопол-
зучести.  Численное решение уравнений (20) и (21) для 
тела произвольной конфигурации проводится на базе 
метода канонических элементов [9,10]. Для простоты 
изложения рассмотрим двумерную односвязную об-
ласть. В ней вводится неравномерная регуляризирован-
ная  [9] пространственная  разностная сетка, которая в 
декартовых координатах ( y,x )  имеет вид 

11   m,ymm hyy , m=1,2,...,M, 'yy 0 , "yyM  ; 

       m,i,xm,iim hxx 11   ,   i=1,2,...,Im,   mm xx 0 , 

  mm,I "xx
m

  .                                (25) 

Здесь m'x,'y  – минимальные значения координат со-
ответственно:  y – для точек области, x – для точек сече-
ния области координатной прямой ym; mx,y   – макси-
мальные значения координат для тех же элементов об-
ласти. Простейшим видом регуляризованной сетки яв-
ляется квазиравномерная сетка  [9], для которой 
hym=hy=const, hxim=hxm=const  и htn=const. 

Производные от искомых функций, содержа-
щихся в исходных дифференциальных уравнениях, для 
произвольной внутренней узловой точки области опре-
деляются через производные  вдоль нормалей к гранич-
ным поверхностям  канонического элемента, который 
строится в окрестности этой узловой точки при помощи 
координатных поверхностей ортогональной системы 
координат. Для узловой точки (xim, ym) сетки (25) кано-
ническим элементом является прямоугольник, образо-
ванный координатными прямыми x=xi+0.5,m , x=xi-0.5, m , y 
= ym+0.5 , y = ym-0.5 . 
     Для уравнения (21)  вдоль временной  оси t  вводит-
ся  разностная сетка   Tn nlt   )constl,...,,n( T  21 . 

Решение уравнений (21) реализуется на базе трехслой-
ной явной разностной схемы Никитенко [11] 
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где весовой параметр 0T . Первые производные от 
искомой функции W по времени t  и по координате x  
на гранях элемента  x=xi+0.5,m и x=xi-0.5,m определяется 
разностными отношениями                                                                                                                       
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Разностные выражения производных x/W   и 
2x/)W(   в узловой точке (xi m, ym) имеют вид                                                                                  

  m,.ixxm,.ixximx WWW 5050 1    ,           
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   (28) 
где  m,i,xximm,i,xx hh/h 11   ,  
       m,.i 50 =( m,i 1  + im )/2. 

Производная y/W    в точке (xim, ym+0.5) грани   
y = ym+0.5  канонического элемента  
 с погрешностью O( 22

ymxim hh  )  определяется  по фор-
муле [9]   
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где 11   m,"iimm,x xx'h , imm,"im,x xx"h   111 . Вы-
ражение (29) получено при помощи дифференциальных 
уравнений [9], определяющих взаимосвязь между про-
изводными  скалярного поля  в направлении осей орто-
гональных и неортогональных координат. 

Абсциссы  xi”,m+1  и  xi”+1,m+1   узловых точек  
(xi”,m+1, ym+1 ) и (xi”+1,m+1, ym+1), лежащих на прямой 
y=y.m+1 на ближайшем  расстоянии от  прямой x=xim , 
определяются исходя из требования удовлетворения 
условия             
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xxxxmin
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,  s=1, 2,..., Im+1–1. 

              (30) 
Если одна из точек (xi”,m+1, ym+1) или (xi”+1,m+1, 

ym+1) лежит в плоскости x = xim ,  то формула для 
50.m,iyW   переходит в симметричное разностное соот-

ношение, аналогичное выражению для m,.ixW 50 .  
Разностные выражения производных y/W  , 

22 y/W   и yx/W  2  в узловой точке (xim, ym) име-
ют вид 
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где  11   m,yymm,yy hh/h  .                                                                                         
При граничных условиях первого рода темпера-

тура в граничных точках )y,x( mm,I , где m,Ix  – коор-
дината x  точки пересечения координатной прямой 

myy   с граничной поверхностью, считается заданной. 

Для нахождения температуры 1n
m,IT  в некоторой гра-

ничной узловой точке, например в точке )y,x( mm,I ,  
при граничных условиях второго или третьего рода 
целесообразно ввести в рассмотрение приграничный 
элемент, одна из сторон которого образована  гранич-
ной поверхностью. С точки зрения простоты вычисле-
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ний, граничный  элемент целесообразно выбрать  в слу-
чае двумерной задачи в виде обобщенного треугольни-
ка.  Одна сторона образуется границей области и может 
быть криволинейной, две другие – координатными пря-
мыми. Одна из них параллельна оси x  и проходит че-
рез точку )y,x( .m.m,I 5050  , если производная 

y = )h/()xx( ym,Im,I 211   >0 и через точку 
)y,x( .m.m,I 5050  , если эта производная меньше нуля. 

Вторая прямая есть 50.myy  , если y >0  или 

50.myy  , если y <0. Плотности потоков энергии 
через границы элементов 50.myy  , 50.myy   опре-
деляются по формулам 5050 .m,Iy.m,IyIm Tq    и 

yImq  5050 .m,Iy.m,I T    Уравнение баланса энергии 
для приграничного элемента треугольной формы при 

y <0 в соответствии с трехслойной явной разностной 
схемой [11] можно записать в виде  











 







l
TT

l
TI

)(cS
n
Im

n
Im

n
Im

n
Im

11

òð 1  = 

= ããhqhqhq xmyImyxIm  .                      (32) 

где òðS  – площадь треугольного элемента, которая для 
случая прямолинейности участка ãh  граничной поверх-
ности, являющейся стороной треугольного элемента, 
равна òðS  = 2/hh xmy ; )xx(h .m,I.m,Ixm 5050abs   ; 

ãq – плотность теплового потока на границе области в 
момент времени nt ,   /)t,y,x(Tq ããã . Плотность 
теплового потока ximq  через координатную поверх-
ность 50.m,Ixx   или 50.m,Ixx   с погрешностью 

порядка 2
xmh  определяется по разностной формуле  

    )TTT(q n
m,I

n
m,I

n
Imxim 22110    ,           (33)  

 где )hhh/()hh( xmxmxmxmxm 453 2
0  ,  

xmxm h/)h( 01 21   , )( 102   . Для случая, 

когда xmxm hh  , как и следует быть, 

)h/()TT(q xm
n

m,I
n
ImxIm 22  . 

С целью упрощения алгоритма численного ре-
шения в случае прямолинейности участка ãh  уравнение 
баланса (31) может быть преобразовано к виду, анало-
гичному уравнению баланса (25) для канонического 
элемента: 











 







l
TT

l
TT

)(c
n
Im

n
Im

n
Im

n
Im

11
1  = 

y

yIm

xm

xIm
h.

),xsin(qq

h.
),xcos(qq

5050
ãã  




.       (34) 

После практически произвольного выбора шагов 
tl , ymh , ximh , характерного для неявных схем, опреде-

ляется значение весового параметра T  в соответствии 
с условием устойчивости  уравнения  (26): 

210 /)l/l( TTTim    при  10 TT l/l   и   0Tim  

 при 10 TT l/l  ,                           (35) 

где   22 112 ymximvT h/h//cl   . 
Решение уравнений (20) осуществляется мето-

дом установления через интервал  времени t Tl , т.е. 
в моменты времени )constt,...,,s(tsts   10 . 

Интервал  t  целесообразно выбирать таким, чтобы на 
нем укладывалось целое число шагов  Tl ,  Решение 
осуществляется методом установления.  При этом к 
правым частям уравнений (20) прибавляется произведе-
ние модуля сдвига 1   и производной  /ui  по фик-
тивному времени ,  выполняющему роль итерационно-
го параметра. Шаг по   выбирается согласно условию 

un nl  ( 010  ul,...,,n ), причем на слое 0n  се-

точная функция n
kkiku

321
 принимается равной s

kkiku
321

.  

При достаточно большом числе итераций (шагов n ) 
преобразованное  таким  образом   уравнение   имеет   
стационарное    решение, которое отвечает моменту 
времени 1st . Метод решения преобразованных к не-
стационарному виду уравнений (20), как и уравнения 
(21), базируется на трехслойной явной разностной схе-
ме.  Разностные  аппроксимации первого из уравнений 
системы (20) имеет вид 

1
111  n

uu uu)(   = 


3

1
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j
jju + 
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
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21
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


3

1
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j
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T1
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232 











 - )( ï

13
ï
12

ï
112   + 1

1

1 FF


 .   (36)            

Выражения для разностных производных iu , Tt , 

iju , ijj u , iiju   на неравномерной сетке записыва-
ются таким же образом, как и  для уравнения (21).  

Условия устойчивости  уравнений (36) находятся 
при помощи метода условного задания некоторых ис-
комых функций системы [7] 

210 /)l/l( uuu    при  10 uu l/l   и  0u  
при 10 uu l/l  ,                            (37) 

где   2
12

22
0 11121 jymximu h/)/(h/h/max/l  ,  
ym,ximj  . 

С использованием  функций 1
321

n
kkiku и 1

321

s
kkkT    на-

ходятся компоненты тензора напряжений 1
321

n
kkijk  и ин-

тенсивности напряжений 1
321

n
kkik . Итерации прекраща-

ются, когда функции 1
321

n
kkiku  на временных слоях n  и 

1n  практически совпадают. При этом сеточным функ-

циям  iijiji ,,,u  , ï
ij  на слое 1s  присваиваются 

значения этих функций на слое 1n  и они служат ис-
ходными для расчета искомых функций на слое 2s . 

Если деформации ползучести ï
ij  за период t  превы-

шают некоторое  допустимое значение с точки зрения 
погрешности решения   задачи, осуществляется измене-
ние геометрии тела, исходной для временного стоя 2st . 
Для этого в результате суммирования радиусов-векторов 
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граничных узловых точек в момент st  и векторов сме-
щения этих точек вследствие ползучести за время t , 
находится массив координат точек, определяющих гео-
метрию тела в момент времени 1st  при условии отсут-
ствия внешних нагрузок. На базе этого массива строится 
регуляризированная разностная сетка, аналогичная (25) 

Ползучесть толстостенной  трубы при осе-
симметричном нагружении. Описанный метод ре-
шения был численно опробован при решении зада-
чи ползучести  для однородного достаточно   длин-
ного полого  цилиндра Rrr 0  с постоянными 
физическими  характеристиками. Начиная с мо-
мента t =0  цилиндр подвергается равномерно 
распределенному давлению )t(P)t,r(p 0  на 
внутренней поверхности  и )t(p)t,R(p R  на 
внешней. В  направлении оси z  к цилиндру  при-
ложена  нагрузка )t(Pz . На внутренней и внешней 
поверхностях цилиндра поддерживаются  темпера-
туры )t(T)t,r(T 10  , )t(T)t,R(T 2 . При t =0 рас-
пределение температуры в цилиндре характеризует-
ся функцией 00 T),r(T  .   

Физические уравнения для упругих напряжений 
в цилиндре имеют вид 

ó
rr = T

dr
dur   212 ; 

ó
zz = T

dr
duz   212 ; 

 ó
 = T

r
u   212 .                 (38) 

где  rr +  + zz =
dz

du
r

u
dr

du zrr  , причем 

)t(zzzz   . 
Тензор упругих деформаций связан с тензором 

напряжений  уравнениями: 
ó
rr = T)]([

E zzrr    óóó

ó

1 ; 

ó
zz = T)]([

E rrzz    óóó

ó

1 ;         (39)        

ó
 = T)]([

E zzrr   óóó

ó

1 . 

Тензор скорости деформаций ползучести вы-
числяется по уравнениям 

ï
rr  rr

i
(gf


2
3

ñð ),     zz
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zz (gf
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
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3ï  - ñð ), 

     


 (gf

i2
3ï  ñð ),                      (40) 

где 3ñð /)( zzrr   . Полная деформация 

ij  тела согласно (1) складывается из упругой де-

формации ó
ij  и деформации ползучести  dtijij

ïï    

rr = T)]([
E zzrr   

ó

1 + ï
rr , 

        zz = T)]([
E rrzz   

ó

1 + ï
zz ,      (41) 

 = T)]([
E zzrr  

ó

1 + ï
 , 

Разрешая уравнения (22) относительно компонентов 
тензора  напряжений и  выражая компоненты тензо-
ра rr , zz ,   через скорости изменения компоненты 
вектора смещения ru , zu , u  при помощи геометри-
ческих   уравнений получим 

 T)(
dr

dur
rr  2121 322 12 ï

rr , 

T)(
dz

duz
zz  2121 322  - 12 ï

zz ,      (42) 

T)(
r

ur  2121 322  - 12 ï
 , 

После подстановки полученных выражений в 
уравнение равновесия 0 dr/dr/)( rrrr    
для полого цилиндра приходим к  уравнению термопол-
зучести  в перемещениях  
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

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dr
d rr

ï

12 
 =0.             

Если до момента 0t  тело не подвергалось 
внешним нагрузкам, то начальное условие для уравне-
ния (43) имеет вид 

ï
rr 00 ),,z,r(  ,     ï

 00 ),,z,r(  , 

     ï
zz 00 ),,z,r(  .                            (44) 

Граничные условия для уравнения (43) можно записать 
следующим образом 
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)t(Prdr z2 .                               (47) 
Условие (47) служит  для нахождения компонента   

)(tz  тензора деформаций.   
        Температурное поле в полом цилиндре  определя-
ется уравнениями 
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 )t(T)t,r(T 10  , )t(T)t,R(T 2 , 00 T),r(T  .  (48) 
     Численное решение системы уравнений (40)–(48) 
проводится на пространственной  разностной сетке 
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,I,...,,i(ihrri 100  )RrI  . Временные сетки и 

разностные уравнения, аппроксимирующие дифферен-
циальные уравнения (43) и  (48), строятся так же, как и 
для уравнений (20), (21). В разностном виде уравнения 
(43)–(48) записываются следующим образом      

11  n
tTtT TT)(  = 








 T

r
T

c r
i

rr 

 1 + 

















r
uuT)( r

trtr  21 32 ,               (49) 

  )t(TT n
n

11
1

0 
  , )t(TT n

n
I 12

1


  , 0
0 TTi  .    (50)     

uuu)( rr
n
itu

n
itu   11 + 








r
u

r  





 


 ï

121
ïï1

21
232

2
2

1
rrrrrr T)()(

r



 

 (51) 
00 i,ru ,  00 g , 00 zz ;                (52) 

n
rr

m

n
,zz

nn
r

)(T)(

r/u[u)(

0
ï

1
1

021

00
1

02
1

021

232

2












)t(P ;     (53)          

n
Irr

m
I

n
I,zzI

n
I

n
Ir

)(T)(

r/u[u)(
ï

1
1

21

1
2

1
21

232

2












)t(p ;   (54)          

)rR()(
FPm

zn
zz 2

0
2

21

1
1

22 










 , 

 





1

0
11

Ii

i
iiii )rfrf(hF ,                  (55) 
















i

n
in

iri r
u

uf
1

1
2  – 

n
izz

m )(T)( ï
1

1
021 232    .            (56) 

Вначале по уравнениям (49)-(50)  находится се-
точная функция 1s

iT  на временном слое 1st . Далее 
по уравнениям  (51)-(56)  на том же временном слое  
определяются  после установления численного ре-
шения функции 1s

iu  и 1s
zz . Затем  вычисляются 

компоненты тензора напряжений 1s
i,rr , 1s

i,zz , 1s
i,  по 

уравнениям (42) и тензора деформаций 1s
i,rr , 1s

i,zz , 
1s
i,  по уравнениям (41). Вследствие ползучести нака-

пливаются необратимые изменения геометрии тела. 
Они могут быть учтены изменением разностной сетки 
согласно выражению   

 s
i

s
i rr 1  sl ( 1ï s

i) s
ir ,                (57) 

либо путем нахождения по (57) смещений граничных 
поверхностей с последующим построением равномер-
ной пространственной сетки. Как показали численные 
эксперименты оба варианта коррекции геометрии дают 
практически одинаковые результаты. После завершения 
вычислений на слое 1st   осуществляется процедура 

присвоения сеточным функциям 1s  и s  значений 
соответственно s  и 1s ,   = ,rr,zz,u  ,,zz   

 ,zz,rr . Эти значения используются в качестве ис-
ходных для первого цикла вычислений на слое 2st . 
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Рис. 1.  Графики изменения общей деформации     и деформации ползучести ï   наружного диаметра 

полого цилиндра при  различных давлениях P  на его внутренней поверхности 
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На рисунке  приведены  результаты расчета об-
щей деформации  (обратимая  + необратимая дефор-

мации)  и  деформации ползучести ï   (остаточной 

деформации)  наружного диаметров  толстостенного 
стального цилиндра в изотермических условиях  в зави-
симости от времени и  внутреннего давления  при сле-
дующих исходных данных:  

012500 ,r   м,  0250,R   м, 

KT 723 , 31053  ,B . 
Представленные на рисунке  кривые  имеют 

вид, характерный для экспериментальных кривых пол-
зучести [3,4]. После завершения второй стадии ползу-
чести происходит монотонное возрастание скорости 
деформаций, которое соответствует наблюдаемой в 
экспериментах третей стадии ползучести. То, что темп 
возрастания этой скорости несколько ниже наблюдае-
мого в эксперименте, можно объяснить следующим. 
По мере возрастания скорости деформаций происхо-
дят структурные изменения материала, снижающие 
его механические свойства.  Учет этого обстоятельства 
связан с некоторым усложнением математической 
модели.  
 

Выводы 
 

 На базе молекулярно - радиационной теории 
переноса получено выражение для скорости ползуче-
сти материала в функции температуры, внешней на-
грузки и плотности. Построена математическая мо-
дель математическая модель неустановившейся  пол-
зучести и численный метод ее реализации в области с 
подвижными границами.  Представлены результаты 
математического моделирования термоползучести для 
толстостенной трубы. 
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Математичне моделювання зовнішніх теплових витрат обпалювальної печі 
 

Н.М. СОРОКОВА  
 

Ін-т технічної теплофізики НАН України 
 

На основі математичного моделювання теплового стану багатошарової стінки обертової випалювальної 
печі розроблені заходи щодо зниження втрат теплоти в навколишнє середовище, які дозволяють зменшити 
споживання газового палива. 

 
На основе математического моделирования теплового состояния многослойной стенки вращающейся об-
жиговой печи разработаны мероприятия по снижению потерь теплоты в окружающую среду, которые по-
зволяют сократить потребление газового топлива. 
 
On the basis of mathematical modelling of a thermal condition of a multilayered wall of rotating furnace for roast-
ing the actions on decrease of heat's losses in an environment are developed. It allows reducing consumption of 
gas fuel. 

 
Широке застосування при виробництві шамоту, 

цементу і деяких інших будівельних матеріалів знахо-
дять обпалювальні обертові печі. Вони зазвичай є круп-
ногабаритними  і  споживають  великі  об’єми  газового 
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