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Рассматриваются непрерывные отображения, действующие из прямого произведения единичных шаров 

VU   банаховых пространств X  и Y  в банахово пространство Y  и удовлетворяющие для каждого 

Xx  условию  YY yyyxvyxv 1221 ),(),(   , VV  21 y ,y . Доказана теорема существования 

для каждого такого отображения неподвижной точки при условии 1)(lim
0


 t

t
t


. В качестве следствия по-

лучены теоремы о существовании обратных отображений.  
 
Розглядаються непрервні відображення ),( yxv , що діють із прямого добутку одиничних куль VU   ба-
нахових просторів X  і Y  в банаховий простір Y  та задовольняють для кожного Xx  умові 

 YY yyyxvyxv 1221 ),(),(   , VV  21 y ,y .  Доведена теорема про існування для кожного та-

кого відображення нерухомої точки за умови 1)(lim
0


 t

t
t


. Як наслідок одержані теореми про існування  

обернених відображень. 
 
The continuous mappings ),( yxv  that map from right product of unit balls VU   of Banach spaces X and Y  

into Banach space Y  and satisfy condition  YY yyyxvyxv 1221 ),(),(    for any 

Xx , VV  21 y ,y  are considered. The theorem of existence of fixed point for each mapping on condition 

that 1)(lim
0


 t

t
t


 is proved. The theorems of existence of reverse mappings are obtained as a result. 

        
Введение и обозначения. Важную роль в иссле-

довании существования и единственности решений 
различного вида уравнений и нахождении приближён-
ных их решений играет принцип сжимающих отобра-
жений. Этот принцип формулируется в виде теорем о 
существовании и единственности неподвижной точки 
отображений полного метрического или нормированно-
го пространства в себя. На скорость изменения отобра-
жения при этом накладываются ограничения "липши-
цевского" типа. Далее сформулируем принцип сжи-
мающих отображений в форме, приведенной в [1]. 
Пусть X – метрическое пространство с метрикой 

),( 21 xx , )(xA  – сжимающее отображение метриче-
ского пространства X в себя, т.е. такое отображение, 
что существует число )1,0(K , что для любых элемен-
тов Xxx 21,  выполняется неравенство  

 

),())(),(( 2121 xxKxAxA   .                   (1) 
 

Теорема А. Всякое сжимающее отображение, 
определённое в полном метрическом пространстве X 
имеет одну и только одну неподвижную точку.  

Отметим, что неравенство (1) есть условие 
Липшица с модулем непрерывности Ktt )( . Сфор-
мулированная теорема неверна, если 1K ; тогда суще-
ствует отображение )(xA , удовлетворяющее условию 
(1) и не имеющее ни одной неподвижной точки. Возни-
кает вопрос: существует ли такой модуль непрерывно-
сти )(t , что выполняются условия tt )( , 

1)(lim
0


 t

t
t

 , и теорема А остается верной для отобра-

жений, удовлетворяющих условию 
)),(())(),(( 2121 xxxAxA   ? 

Ответ на поставленный вопрос следует из тео-
ремы 1 данной статьи; таким модуля непрерывности, 
например, является  

aa ttt )1/()(  , 1a . 
Пусть Х и Y – банаховые пространства, U и V – 

единичные открытые шары соответственно пространств 
Х и Y. Через xx  и Yy  обозначаются нормы элемен-

тов Xx  и Yy . Через )(t  далее будем обозначать 
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такой заданный на  ,0  модуль непрерывности, что 
tt )( , последовательность 

 )),...(()(),...,()( 11 tttt nn    убывает к нулю 

при n  для всякого   ,0t  и 



)(

1
t

n
n . Через 

  обозначим такое число, что 1)(
1







n
n . 

Основные результаты. Сформулируем утвер-
ждения, доказанные в данной статье.  

Теорема 1. Пусть ),( yxv  непрерывное отобра-
жение произведения U и V в Y обладающее тем свойст-
вом, что для любых VVUx  21 y ,y ,  выполняется 
неравенство  YY yyyxvyxv 1221 ),(),(   . Если 

для каждого элемента Ux  выполняется неравенство 
Yxv )0,( , то существует такое единственное ото-

бражение )(xf  шара U в V, что ))(,()( xfxvxf   для 
любого Ux  и )(xf  непрерывно в U. 

Следствие. Пусть 1a , aa
ttt )1/()(

1

 – мо-
дуль непрерывности, определенный на ),0[  , f(x) – 
непрерывное отображение шара U в Х, для которого 
выполняется неравенство 
  XX xxxfxf ||~||||)~()(||    для всех Uxx ~, . 

Если   удовлетворяет неравенству 11




ak ak
  

и начальный элемент удовлетворяет условию  
 ))(,( 00 xfx , то последовательность  nx сходиться 

к некоторому элементу x из U, являющегося решением 

уравнения xxf )( . Для приближения nx  элемента x 

верна оценка 


nk an
k

xx 1),( . 

В качестве второго следствия получаем теорему 
о существовании обратного отображения. 

Теорема 2. Пусть )(yh  – отображение шара V в 
Y, имеющее такое свойство, что для любой пары эле-
ментов Vyy 21,  выполняется неравенство 

 YY yyyhyh 2121 )()(   . Если 
2

)0( 
Yh , то 

существует такая открытая окрестность VW   нулево-
го элемента, что сужение на W отображения 

)()( yhyyp   есть гомеоморфизм W на некоторую 
окрестность нулевого элемента в Y. 

Теорема 3. Пусть )(xf  – линейное отображение 
X в Y. Если для каждого элемента Yy  существует 
такой элемент Xx , что  YY yyxf )( , 

 Yx yCx 1 , где С1 – положительная константа, то 

тогда уравнение yxf )(  при всяком Yy  имеет ре-
шение х, удовлетворяющее условию 

 Yi
ix yCx 



1
2  . 

Из теоремы 3 получаем теорему о существова-
нии решения приближенного уравнения. Пусть Х – 

нормированное пространство, Х1 – его полное подпро-
странство, 11:f

~
  ,:)( XXXXxf   – соответственно 

линейные отображения, 1: XXp   – проективное ото-
бражение, т.е.   )()( xpxpp   для всякого Xx . Обо-

значим ),()( xfxxk   )~(
~~)~(

~ xfxxk   для действи-
тельного   и x

x
x xkk

x

)(sup
1

 . 

Теорема 4. Пусть для любого 1
~ Xx    

 xx
xxfxfp ~)~(

~
))~((   и для каждого Xx  най-

дется такое 1
~ Xx  , что  xx xxxf ~~)(  , где 

0 . Если отображение )()( xfxxk   имеет обрат-

ное и   1)(11,max 1 






 

xx
kpk  , то урав-

нение yxk ~~~
  имеет решение *~x  при всяком 1

~ Xy  . 

При этом  










 xi
ixx

yyNx ~~~
1

*  , где 

   11
x

kN . 

3. Далее приведем доказательства сформулиро-
ванных утверждений. 

Доказательство теоремы 1. Пусть 00 y , по-
кажем, что для любого  Ux  точки последовательно-
сти  1,  nn yxvy  при любом 1n  принадлежат шару 
V. Предполагая, что точки my  определены для 

nm 1  и принадлежат V, докажем, что 
  Vyxvy nn  ,1 . Для nm 2  имеем 

   211 ,,   mmmm yxvyxvyy  и, следовательно, 

 YmmYmm yyyy 211    . Тогда индукцией по 

m получаем 
 

  )()0,( 11

0111













mYm

YmYmm

xv

yyyy
, 

поэтому 

1)(
1

2
1

1
1

2
11



 












n

m
m

Y

n

k YmmYn yyyy
,            (2) 

то есть Vyn 1 .  
Пусть 0)(0 xf  для всех Ux , по индукции 

введем для каждого 1m  непрерывное отображение 
))(,()( 1 xfxvxfy mmm  , действующее из U в V,         

 Тогда для всякого Ux  имеем 
 

 







Ymm

YmYmm

xfxf

xfxvxfxf

)()(

)(,)()(

21

11


 

 
   



10

011

,

)()(









mY

Ym

fxv

xfxf
. 

Следовательно, ряд  





1
1 )()(

m Ymm xfxf  сходиться 

для любой Ux  и  
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 Ym ymm
Ux

xfxf
1

1 )()(sup . 

 В силу полноты пространства Y ряд 

  





1
1 )()(

m
Ymm xfxf  сходиться для всякого Ux . 

Обозначим через )(xf  сумму этого ряда, которая есть 
непрерывной функцией в U. Переходя в неравенстве (2) 
к пределу при n , получаем, что 1)( Yxf  для 

любой точки Ux . Поэтому )(xf  есть отображение 
шара U в V. Из равенства  )(,)( 1 xfxvxf nn   при 

n  получаем соотношение  )(,)( xfxvxf  .  
Осталось доказать, что отображение )(xf – един-

ственное. Пусть )(xg – такое другое отображение шара U 
в V, что  )(,)( xgxvxg   для любой точки Ux . Тогда  

   
 ,)()(

)(,)(,)()(

Y

YY

xfxg

xfxvxgxvxfxg






 

а так как tt )(  для всех 0t  и 0)0(  , то 
)()( xfxg  . 

Теорема 1 доказана. 
Доказательство теоремы 2. Пусть в условии 

теоремы 1  X=Y, U – открытый шар с центром 0 и ра-

диусом 
2
  и )()( yhxxg  . Тогда условие теоремы 1 

выполняется, следовательно, существует такое непре-
рывное отображение )(xf  шара U в V, что 

))(()( xfhxxf  . Это означает, что   xxfp )(  для 
любого Ux .  

Так как )(xf  – инъективное отображение шара U 
в V (т.е. из )()( 21 xfxf   следует 21 xx  ), то для дока-
зательства того, что )(xf  есть гомеоморфизм, достаточ-
но показать, что )(xp  – инъективное отображение шара 
V в р(V). Пусть )()( 21 ygyg  , тогда из соотношений  

 YYY yyyhyhyy 212121 )()(    

и следует, что 21 yy  . Следовательно, )(xp  есть го-
меоморфизм множества )(UfW   на U, обратный 

)(xf ; при этом множество )(1 UpW   открыто в Y, 

так как U открыто в Y. Условие 
2

)0( 
Yh  означает, 

что Up )0(  или W0 . 
Теорема 2 доказана. 
Доказательство следствия. Для заданного в ус-

ловиях следствия модуля непрерывности члены моно-
тонной последовательности  )( n  ограничены соот-

ветствующими членами последовательности 








an
1 , т.е. 

an
n
1)(   для Nn . Тогда условие теоремы 

1)(
1




k
k   запишется в виде 11

1




n

k ak
 . При-

меняя доказанную теорему, получаем утверждение 
леммы. 

Доказательство теоремы 3. Пусть Yy , по-
ложим yy 1 . По условию найдется такое Xx 1 , что 

 YY yyxf 111)(  ,  Yx yCx 111  . Полагаем 

)( 112 xfyy  . По 2y  найдется такое Xx 2 , для 
которого выполняются неравенства 

    YYY yyyxf 1222 )(   ;  

    YYx yCyCx 11212   . 

Продолжая, построим такие последовательности 
   kk xy , , что 1,2,...,k  ),(1  kkk xfyy   

 YkYk yy 11 ,  Ykxk yCx 111   . Складывая 

полученные неравенства и учитывая линейность ото-
бражения f, имеем 

1,2,...k  ),...( 2111  kk xxxfyy           (3) 

Ряд 


1n
nx  сходится и для его суммы х верна 

оценка 

 














 Yk
kYk XkX yyCxx

1
1

1
 . 

Так как 0lim 
 Yk

k
y , то переход к пределу (при 

k ) в (3) дает равенство )(xfy  , где  – нуле-
вой элемент пространства Y. 

Отсюда следует, что х есть решение уравнения 
yxf )( . 

 Теорема 3 доказана. 
 Доказательство теоремы 4. Покажем, что для 

уравнения yxk ~)~(
~

  выполняются условия теоремы 3. 
Пусть для заданного y~  решением уравнения yxk ~)(   

есть  ykx ~1
0

 . Полагая yzx ~
0  , имеем 

  )(~
0000 xfxkxyxz  . По условию теоремы 

найдется такой элемент 1
~ Xz  , что 

 X
X

xzxf 00
~

)( 


 , т.е.  xx xzz 0
~  . 

 Положим yzx ~~~   и покажем, что 

 xx
yLyxk ~~)~(

~
 . Используя условие 

   xx
xxfxfp ~~)~(

~
)~(  ,  имеем 

     
xxx

xkpxkypxkyxk 0)~(
~~)~(

~~)~(
~

 

      
xx

xkpxkpxkpxk )(
~

)~(
~

)~(
~

)~(
~

0  

 

  



 xxx

x

xxkp

xfpxpxfx

0
~

)()~()~(
~~ 

 

    
 xxxx

xxkpxfxfp 0
~)~(

~
)~(  

                        xxxx xxkpx 0
~~ 


 .              (4) 

 Так как 











xxxxx ykzzxx ~~~ 1

00   

и 
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, 

тогда подставляя эти неравенства в (4), имеем 
 

 





























xxx
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x

xkp

ykyk

yxk

0

11
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 ~   )(

~ 1 ,1max

1

1

xxxxx

xxx

ykkp
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   xx

xxxx

yy

kpk

~ ~

  )(1 1,max 1




















. 

 Осталось отметить, что для норм членов по-
следовательности  kx~ ,  построенной таким же спосо-
бом, как и при доказательстве теоремы 3, справедлива 
оценка 

 

  1)(k  ~~
11   xkxk yx   

 

с  












xx
k 1,1max 1 ; поэтому ряд 



1

~
k

kx  

сходиться. 
 Теорема 4 доказана. 
 Отметим, что в случае Ktt )( , )1,0(K , тео-

ремы 1,2 доказаны в [2], а 3,4 доказаны  в [3]. 
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Совершенствование метода рентгеновской компьютерной томографии 
 

В.И. БОЙКО, Л.П. ЛАРИЧЕВА 
 

Днепродзержинский государственный технический университет 
 

В статье проанализированы существующие методы усовершенствования метода компьютерной томогра-
фии. Предложен метод цифровой фильтрации первичного сигнала для повышения информативности мето-
да РТ. Показана эффективность первичной обработки данных, искаженных небелым шумом, с помощью 
структурно оптимального инерционно-форсирующего фильтра Винера первого порядка. 
 
У статті проаналізовані методи удосконалення комп’ютерної томогафіі що існують і повязани, в основно-
му, з удосконаленням методів обробці зображення. Пропонований метод цифрової фільтрації первинного 
сигналу для підвищення інформативності КТ. Показана ефективність первинної обробки даних, що викри-
влені небілим шумом, за допомогою структурно оптимального інерційно-форсуючого фільтра Вінера пер-
шого порядку. 
 
In the article analyzed existing principles of improving of computer tomography methods which mainly lies in the 
improving of rendering methods. The method of the digital filtration of the primary signal for upgrading of self-
descriptiveness is suggested. The efficiency of the first order Winner’s filter for the primary processing of the data 
which was perverted by the non-white noise is represented 
 

Рентгеновская компьютерная томография (РКТ) 
в настоящее время является наиболее перспективным и 
информативным методом диагностики. С помощью 
томографической аппаратуры можно получить снимки 
множества сечений тела пациента, которые характери-
зуют особенности его анатомии и физиологии. Эти 
снимки с чрезвычайной четкостью показывают различ-
ные органы, причем изображения органов не налагают-
ся друг на друга.  

Томографическая система включает источник 
излучения; экран-преобразователь, регистрирующий 

излучение; устройство преобразования исходных дан-
ных в цифровой код; процессор и программное обеспе-
чение, реализующее какой-либо алгоритм трехмерной 
реконструкции (рис. 1). 

Пациент помещается во вращающееся вокруг 
объекта исследования сканирующее устройство. Рент-
геновские лучи от излучателя расходящимся тонким 
веерным пучком проходят через пациента, лежащего   
на кушетке, и попадают на детектор, представляющий 
собой  матрицу  из  500-1000  фотоэлементов (иониза-
ционных камер).  В  процессе  вращения  сканирующего 


