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Усереднення задач оптимального керування з фазовими обмеженнями  
типу рівностей 

 
Н.О. ДЕКУН 

 
Дніпропетровський національний університет залізничного транспорту 

 
Досліджується проблема усереднення задачі оптимального керування з фазовими обмеженнями типу рівнос-
тей для лінійного еліптичного рівняння. У припущенні, що всі компоненти математичного опису даної задачі 
залежать від деякого малого параметру  , вивчається її поведінка при   , а також ідентифікується ма-
тематична модель граничної (усередненої) задачі оптимального керування та її варіаційні властивості. 
 
Изучается проблема усреднения задачи оптимального управления с фазовыми ограничениями типа ра-
венств для линейного эллиптического уравнения. В предположении, что все компоненты математического 
описания данной задачи зависят от некоторого малого параметра  , изучается ее поведение при   , 
а также идентифицируется математическая модель предельной (усредненной) задачи оптимального управ-
ления и ее вариационные свойства. 
 
The optimal control problem with the equality state constraints for the linear elliptic equation is studied. Each 
component of the mathematical description of this problem may depend on some small parameter  . The limit of 
this problem as    is investigated. The result of identification of the limit optimal control problem and of its 
variational properties is given. 
 

Робота присвячена вивченню асимптотичної по-
ведінки задач оптимального керування (ЗОК) з фазови-
ми обмеженнями типу рівностей для розподілених сис-
тем, які описуються рівняннями в частинних похідних.  
Особливістю розглянутих задач є те, що їхні 
математичні моделі суттєво залежать від деякого пара-
метра   . При досить малих значеннях   чисельні 
методи, як правило, неспроможні в аналізі таких задач. 
Таким чином, природно розглядати задачу в 
усередненні, тобто  вивчати її асимптотичну поведінку  
при   . У зв'язку з цим пропонується метод  усере-
днення, зміст якого полягає в тому, щоб для різних зна-
чень   представити ЗОК   у вигляді послідовності 
відповідних задач умовної мінімізації (ЗУМ) з подаль-
шою реалізацією граничного переходу на сукупності 
ЗУМ і реконструкцією граничної ЗУМ до форми 
ЗОК [1]. При цьому повинна виконуватися основна 
варіаційна властивість: збіжність оптимальних 
розв'язків і найменших значень функціоналів якості 
вихідної задачі (при    ) до аналогічних характери-
стик граничної (усередненої).  

Необхідність в дослідженні таких проблем про-
диктована потребами механіки композитних матеріалів 
та теорії обчислювальних методів [2]. Взагалі питанням 
математичної теорії задач оптимального керування сис-
темами з розподіленими параметрами присвячена знач-
на кількість досліджень таких вчених, як Kesavan, S.J. 
Paulin, Dal Maso J., Zoubairi H., Buttazzo, Когут П.І., 
Leugering G.  та інших. Проте наявність фазових обме-
жень типу рівностей суттєво ускладнює процедуру усе-
реднення таких задач з використанням усталених схем. 
Вперше проблема усереднення крайової задачі Діріхлє 
із залученням її апроксимації в просторах з мірою була 
розв'язана в роботі [3]. Недослідженою залишалась аси-
мптотична поведінка (коли   ) задачі оптимально-
го керування такими системами.  

1. Постановка задачі. Нехай   - відкрита об-
межена зв'язна множина в nR  з досить гладкою грани-
цею  , E  - частково упорядкована за спаданням 

множина з мінімальним елементом  ,    ES    - 
сімейство  замкнутих підмножин з непустою внутрішні-
стю. Для заданих функцій )(2  Lzd , 
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розглянемо наступну ЗОК з фазовими обмеженнями 
типу рівностей для оператора Лапласа:        
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2. Апроксимація.  Оскільки допустимі керування 
беруться з класу радонових мір )(M , то задача (1)-(2) в 
такій постановці може, взагалі кажучи, не мати розв’язків 
в просторі )()( 1

0  HM . Крім того, наявність сильних 
фазових обмежень значно ускладнює процес розв'язання 
задачі. У зв'язку з цим виникає питання про регуляриза-
цію вихідної задачі. Найпростіший спосіб – це обрати 
більш прийнятний клас функцій керування, ніж )(M ,  і 
оштрафувати цільовий функціонал  (2):  
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Однак, всупереч можливості розв'язання отриманої в 
такий спосіб задачі, мінімізація функціонала якості, на 
жаль, не гарантує виконання фазових обмежень. Можна 
ще більше звузити клас керувань і оштрафувати цільо-
вий функціонал таким чином, щоб його мінімізація все 
ж таки гарантувала виконання фазових обмежень:   
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.0  0)(  , на спадає )(  ,: 111   ttRtRR   
В цьому випадку маємо більш прийнятну і просту з 
точки зору практичного застосування задачу, але при 
цьому  3-параметричну, що істотно ускладнює процеду-
ру усереднення. 

Пропонується наступний спосіб регуляризації, 
який полягає в тому, щоб звузити клас допустимих ке-
рувань )(M  до таких , котрі допускають представлен-
ня  
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де перший доданок відповідає за реалізацію фазових 
обмежень. Тут  - міра Бореля із простору 
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вихідну ЗОК (1)-(2) можна підмінити наступною зада-
чею в мірах: 
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  Остання задача, взагалі кажучи, суттєво відріз-
няється за своєю структурою від вихідної задачі. Проте 
вона не містить фазових обмежень в явному вигляді, є 
розв'язною, має єдиний розв'язок, і що саме головне, її 
розв'язок є  також розв'язком вихідної задачі і навпаки. 
Функціонал якості апроксимаційної задачі (3)-(4) є не 
що інше, як оцінка зверху функціонала якості вихідної 
задачі. 

3. Усереднення. Будемо виходити з наступної 
схеми усереднення:  
1) запишемо ЗОК (3)-(4) у вигляді задачі умовної 
мінімізації 
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2) для сукупності задач (5) визначимо граничну (при 

  ) ЗУМ;  
3) по граничній ЗУМ відновимо граничну ЗОК.             

Оскільки при різних значеннях E  розв'язки 
задач (5) належать до різних функціональних просторів,  
то для здійснення процедури граничного переходу в (5) 
скористаємося концепціями варіаційної S -збіжності 

задач умовної мінімізації  (див. [1]) і  -збіжності мір в 

просторі  )(2
0 M  (див. [3]), на підставі яких вводимо 

наступне   

Означення 1.   ЗУМ ),(inf 0
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 є  варіаційною  

границею сукупності   (5)   відносно   -збіжності,  
якщо  виконуються  умови:  

(I)

   
 

 
      
































 



 

,

,,             

,

,),(,

),(

21
0

0

00

0
1
0

2

0

00

0

0











LHV

Vuf

dyy

VyHyLu

yu  

(II) ,),( 0 yu  #HH   ( #H - решітка на E )     

         ),(, )(1
0)(2

yuyu HL
ww

H   


 : 
                               ),(inflim),(0 


yuIyuI

H 
 ;

 
(III)  ,),( 0 yu  H  ( - фільтр на E )                   

 
            ),(, )(1

0)(2
yuyu HL

ww

H   


 : 
 

),(suplim),(0 


yuIyuI
H 

 ;
 

Можна показати, що ЗУМ, гранична в сенсі 
означення 1, зберігає необхідні варіаційні  властивості: 
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де  00 ,  yu  і  00 , yu  - оптимальні розв'язки вихідної 
(при кожному  ) та усередненої задачі відповідно. 

 Використовуючи концепції  -збіжності мір 
Бореля [3],  -збіжності функціоналів [4] і варіаційної 
збіжності задач умовної мінімізації відносно   -
збіжності (означення 1),   можна показати справедли-
вість наступного результату. 
Теорема 1. Нехай для ЗОК (1)-(2) виконуються умови a-

b. Тоді в припущенні, що  
0

*




  


L

w
, існує міра 

2
00 M , ,lim0 






 
 
така що варіаційна грани-
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ця відносно   -збіжності сукупності задач (5) існує, і 
при цьому відповідна до неї ЗОК може бути представ-
лена в наступному вигляді:                     
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4. Випадок  перфорованих  областей.  Нехай 

  - відкрита обмежена зв'язна множина в nR  з досить 
гладкою границею  , E  - частково упорядкована за 
спаданням множина з мінімальним елементом  ,  
  E   - сімейство  відкритих підмножин. Для 
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  inf, 222   
 
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Тут u~ - продовження нулем функції  )(2
 Lu  

(   )  на  множину   \ .    
Задачу (10)-(11) можна також усереднити наве-

деним вище способом. Для цього потрібно скористатися 
наступним зауваженням. 
 
Зауваження 1.[3]  Якщо  продовжити  функцію  

)(1
0 Hy  (   ) нулем  на  множину   \ ,   

то )(~ 1
0  Hy .   Тому,   якщо  визначити  міру 

)(2
0 M  як 

        











,0)),\((cap,

,0)),\((cap,0)(










B

BB             (12) 

то  функції )(~ 1
0  Hy  будуть   розв’язками   задач    
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тоді  і   тільки  тоді ,   коли   їхні  звуження 
)(1

0   Hy  будуть   розв’язоками   задач   
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Завдяки цьому зауваженню можна переписати 
задачу  (10)-(11) в наступному вигляді: 
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Слідуючи запропонованій схемі усереднення 
(запис ЗОК у вигляді ЗУМ, знаходження для неї границі 
в сенсі означення 1, відновлення граничної ЗОК по гра-
ничній ЗУМ), одержуємо усереднену до (15)-(16) зада-
чу, яка має вигляд: 
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  
    lim*

0 Lw ,  .lim0 





   

5. Приклад.  Нехай  - підобласть в 2R  з дос-
татньо гладкою границею, перфорована зростаючою 
кількістю «дір», що зменшуються в розмірах при 

  . Множина   інтерпретується як зона керуван-
ня і має решітчану періодичну структуру з періодом 
 (рис.1), яка задається в такий спосіб: 
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
iT - сфери радіуса a , центровані в центрах кубів  

iP  (комірка періодичності представлена на рисунку 

2). Такий тип перфорації був запропонований в [5].  
  

 
 

Для заданої функції   2Lf  і E  розглянемо 
наступну ЗОК: 



Усереднення задач оптимального керування з фазовими обмеженнями 
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        inf, 22  


dxudxyyuI


 .                     (20) 

Застосовуючи описану вище процедуру усереднення 
і враховуючи той очевидний факт, що для означеного 
випадку перфорації підмножина   в границі при 

   співпадає з усією множиною  , тоб-

то   1lim*
0   

 Lw , можна показати,  що усере-

днена задача оптимального керування в цьому  
випадку існує і може бути представлена у вигляді ЗОК:       
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



 
                  

 Для того, щоб визначити граничну міру,  скорис-
таємося наступним результатом.  
Теорема 2.[5]   Якщо  існує  послідовність 

     1
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
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w
EH  ,  така  що  0  на  “ді-

рах” iT     ni 1 ,  то  існує  міра  )(2
0  M ,  

для  якої є справедливою  збіжність 
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
*,   d                        (23) 
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 Для даного виду перфорованих областей такі 
послідовності були побудовані в [5] і було доведено, що 
збіжність (23) виконується, якщо *  визначається спів-
відношенням 
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Тут nS - поверхня одиничної сфери в nR , 0C - додатна 
константа. 
 Можна показати, що гранична міра 0  в задачі 
(21)-(22) задовольняє рівності *0   . Для цього для 

будь-яких фіксованих елементів   2Lf  і   2Lu  
розглянемо варіаційне формулювання вихідної задачі,  

приймаючи за тестову функцію  ,  D . Одер-
жуємо 
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Тоді, використовуючи (23) і той факт, що 
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та переходячи в (25) до границі (коли   ), отриму-
ємо 
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Отже, гранична функція   1
0Hy  задовольняє рів-

нянню 

               .D     *  вufyy                 
 Оскільки функція   1

0Hy  задовольняє також і рів-
нянню (21), то завдяки результату єдності (див. лему 5.4  
[3]) маємо: *0   . 
 Таким чином, усереднена задача для сімейства 
(19)-(20) остаточно має наступний вигляд (для 2n ): 
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