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В работе показано, что при слабой диссипации можно пренебречь всеми не диагональными элементами 
матрицы, то есть воспользоваться допущением о том, что диссипативные связи между формами колеба-
ний отсутствуют. 
 
В роботі показано, що при слабкій дисипації можливе знехтування  всіма  діагональними елементами 
матриці, тобто скористатися припущенням про те, що дисипативні в’язі між формами коливань відсутні. 
 
It is shows in look, that in the cause of weak dissipation it is possible to ignore all not diagonal elements of ma-
trix on the basis of assumption that disciple connections between the forms of vibrations are absent. 

 
Рассмотрим систему дифференциальных уравне-

ний, описывающую свободные колебания системы со 
многими степенями свободы, которая в матрично-
векторном виде будет: 

 
                     0qcqbqа                     (1) 

 

где  a ,  b  и  c  - квадратные симметричные матрицы. 
Задача состоит в том, чтобы на базе доступной инфор-
мации о коэффициентах поглощения  или логарифми-
ческих декрементах  отдельных  упругодиссипатив-
ных элементов найти достоверные, с позиций инженер-
ного расчета, значения элементов ijb  диссипативной 
матрицы   b . Некоторые пути решения этой задачи с 
разных позиций рассмотрены в работах[1,2,3]. 

Пренебрегая влиянием диссипативных сил, пе-
рейдем от обобщенных координат  q  к нормальным 
   с помощью линейного преобразования: 

 

                                            Vq  ,                              (2) 
 

где  V - квадратная матрица, составленная из векторов 
собственных форм колебаний консервативной системы. 
Используя ортогональность собственных форм относи-
тельно инерционной  а  и квазиупругой  c матриц: 
 

                                      0VaV r
T
m  ,       

                                     0VcV r
T
m      при  rm           (3) 

 

где    rm V,V приходим к системе в главных координа-
тах: 
                                     ,0CBA                   (4) 

 

где        s21s21 C,...,C,CdifqC,A,...,A,AdifqА  - со-
ответственно диагональные матрицы обобщенных ко-
эффициентов инерции и жесткости 
 

                         mT
mmm

T
mm VcVC,VaVA   .     (5) 

 

Уравнение (4) можно записать в ином виде: 
 

                       02 2    ,                 (6) 

где 2 - квадраты частот собственных колебаний,   - 
матрица обобщенных коэффициентов демпфирования: 
 

                                             ВА2 1   .                       (7)    
 

При слабой диссипации в уравнениях (4) можно 
пренебречь всеми не диагональными элементами мат-
рицы  В , то есть воспользоваться     допущением о том, 
что диссипативные связи между формами колебаний 
отсутствуют (между формами колебаний не происходит 
«перекачки»  энергии, обусловленной нелинейными 
диссипативными силами). Таким образом, мы налагаем 
условия ортогональности собственных форм и по отно-
шению к диссипативной матрице  в : 

 

                               0VвV r
T
m  ,        при rm  .         (8) 

 

Условиям ортогональности (8) удовлетворяет 
матрица  в вида (2): 

     сав 21   , 
 

где 1  и 2 - произвольные постоянные. 
При диагональной матрице 

  )B,...B,B(qaidВ s21 каждой форме колебаний соот-
ветствует некоторый  обобщенный коэффициент по-
глощения m : 

                   
maxm

m
m П

П
  ,                                   (9) 

 

где mП  и 
maxmП - рассеянная и максимальная потен-

циальные энергии цикла, соответствующе «m» -ой фор-
ме колебаний. Величина mП  легко определяется на 
базе известных коэффициентов поглощения i  отдель-
ных упругодиссипативных элементов. Тогда элементы 
матрицы  В : 

                             
m

mm
mm

m
m

CTATВ





 ,                  (10)   
 

где   обобщенный логарифмический декремент колеба-
ний: 
                                 mm 1ln5,0Т   .                    (11) 
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Элементы матрицы    в соответствии с зависи-
мостью (7): 

                             




2

T mm
m    .                      (12) 

 

По известной матрице  B  находится искомая 
матрица  в  коэффициентов сопротивлений: 

 

                             1T1 VBVв  .                    (13) 
 

Для практических расчетов формулу (13) можно 
упростить, так как обращение матрицы  V  требует 
большого объема вычислений. Для этого используются 
условия ортогональности собственных форм колебаний 
(3). Так как 

             ,VaVА T             ,VCVC T  
 

то, умножая слева на обращенные матрицы масс и же-
сткостей, получим: 
 

                 
                  VVVcVCECC

,VVVaVAEAA
1T11

1T11








 

 
откуда  
                                 .cVCaVAV T1T11              (14) 

 

Подставляя выражения (14) в формулу (13), най-
дем: 

                 
                 .cVCBCVcв

aVABAVaв
T11

T11








 

 

Вследствие симметричности матриц   a  и  c  
можно записать, что 

 

                 
                  .VcCBCVcв

,VaABAVав
T11

T11








 

 

Так как результат перемножения трех диаго-
нальных матриц дает диагональную матрицу с элемен-
тами: 

         
         ,D,...D,DqaidDCBC

,H,...H,HqaidHABA

s21
11

s21
11








 

где 
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2
m

m
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T
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B
H




 ,   

mm

mm
2
m

m
m C

T
C
B

D



    ,  (15) 

 

то выражение (13) запишется в виде: 
 

                                     TVаНVав                   (16) 
 

                                     TVcDVcв  .                  (17) 
 

По сравнению с формулой (13) одна операция 
обращения и две умножения матриц заменены в выра-
жениях (16) и (17) на три операции умножения. Опреде-
лив   в  еще более упрощается, если одна из матриц - 
 а  или   c  диагональные. 

В главных координатах решение системы урав-
нений (6) имеет вид: 

 

          ,tsine mmm
mt

m 0
   

                   (18) 
 

где 
0m  и  m - начальное смещение и фазовый угол, 

определяемые из начальных условий, m - частота 
колебаний диссипативной системы: 

,m1
2

m
mm 








 


 которую с достаточной степенью 

точности можно принимать равной частоте колебаний 
консервативной системы. Время затухания колебаний 
по каждой из собственных форм: 
 

  ,ln
m
1t

m

max
m

зт 



  

 

где max
m  и  m - соответственно максимальная и до-

пускаемая амплитуды колебаний в каждой из собствен-
ных форм. Полагая, что   max

mm 05,0   , получим с 
учетом выражения (12) 
 

.
T

8,18
T

20ln2t
mmmm

зm 


  

 

Таким образом, в качестве меры рассеяния энер-
гии при свободных колебаниях многомассовых систем 
могут использоваться время затухания колебаний  зтt  
по каждой из собственных форм и обобщенные коэф-
фициенты поглощения т . 
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