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ЗАДАЧА УПРАВЛЕНИЯ РАСПРЕДЕЛЕННЫМИ ПАРАМЕТРАМИ  

ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ПОТОЧНОЙ ЛИНИЕЙ   
 

Представлено программное управление параметрами поточной линии для переходных 
режимов функционирования производства. При проектировании системы управления исполь-
зована распределенная модель поточной линии (PDE-model). Оптимальное управление пара-
метрами поточной линии построено с учетом ограничений производственной системы на ем-
кость накопителей и величину управления производительностью технологического оборудова-
ния. Выделены возможные типы управлений. 

Ключевые слова: производственная линия, PDE-model производства, балансовые урав-
нения, переходной период, незавершенное производство. 

 
The program control of the flow line parameters for the transient modes of production 

functioning is presented. When designing the control system, a distributed model of the production line 
(PDE-model) is used. Optimum control of the flow line parameters is constructed taking into account 
the limitations of the production system on the maximum volume of hoppers between operations and 
the amount of the productivity of technological equipment. Possible types of controls are identified. 

Keywords: production line, PDE-model of production, balance equations, transition period, 
work in progress. 

 
Постановка проблемы 

Теория управления производством является интенсивно развивающейся областью зна-
ний, развитие которой стимулируется практическими потребностями [1,2]. Наряду с традици-
онными методами проектирования систем управления поточными линиями [3—8] играют зна-
чимую роль методы, связанные с применением уравнений в частных производных (PDE-
модели) [9—12]. Основные подходы к проектированию систем управления поточными линия-
ми основываются на программном управлении и управлении по отклонениям [13—15]. Если 
при движении по технологическому маршруту закон изменения параметров предметов труда 
известен и известны внешние воздействия на параметры предметов труда, а цель управления 
производственным процессом достижима, то может быть получен закон управления парамет-
рами поточной линии на период выполнения производственной программы. Если возмущения 
неизвестны, но могут стать измеренными к моменту принятия решения, то управление пара-
метрами технологического процесса формируется как функция их возмущений. 

При проектировании систем управления производственными поточными линиями важ-
ным шагом является поиск соответствующей модели описания управляемого процесса. Клас-
сическая теория оптимального управления [16,17] широко используется для проектирования 
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динамических систем [13,15,19,20], эволюция которых задается дифференциальными уравне-
ниями. Развитый аппарат теории оптимального управления может быть успешно применен при 
построении моделей управляемого производственного процесса в случае, когда для их описа-
ния использованы непрерывные модели [1]. Модель управляемого процесса должна содержать 
параметры потока изделий и параметры состояния межоперационных заделов как в стационар-
ных режимах, так и в переходных, так как они являются ключевыми для управления производ-
ством [1]. Кроме того, модель должна быть способной предоставить решение производствен-
ной задачи в течение ограниченного времени при использовании заданных вычислительных 
ресурсов.  

Анализ последних достижений и публикаций 
В многочисленных публикациях, посвященных разработке и проектированию систем 

управления производственными линиями, выделяются основные три типа моделей производст-
венных систем: модели массового обслуживания (TQ-model), дискретно-событийные модели 
(DES-model) [21,22] и континуальные жидкостные модели (Fluid-model) [2,23]. Хорошо зареко-
мендовавшие себя для описания квазистатических процессов модели не находят применение 
для проектирования систем управления переходными процессами [1]. В последнее десятилетие 
при проектировании систем управления поточными линиями используются модели, содержа-
щие уравнений в частных производных (PDE-model) [9,12]. Введенный новый класс моделей 
[24], объединивший в себе преимущества TQ-моделей, DES-моделей и Fluid-моделей, значи-
тельно расширил возможности проектирования систем управления производственными поточ-
ными линиями. PDE-модели являясь непрерывными, могут быть успешно использованы при 
описании стационарных и переходных режимов функционирования поточной линии и не тре-
буют при этом больших затрат машинного времени [1]. 

Формулирование цели исследований 
В современных экономических условиях длительность цикла производства составляет 

существенную часть жизненного цикла изделия, в следствие чего поточные линии значитель-
ную часть времени функционирует в переходном неустановившемся режиме. Особое внимание 
в задачах оптимального управления современным производством продукции занимают пере-
ходные режимы функционирования поточной линии протяженностью до месяца, связанные с 
запуском и наращиванием объемов производства в начале жизненного цикла изделия, и со сво-
рачиванием и остановкой производства на стадии завершения жизненного цикла [25,c.4589]. 
Следующим важным вопросом является исследование режимов оптимального перехода с одно-
го нормативного состояния параметров производственной линии в другое, обусловленного уве-
личением или уменьшением спроса на производимую продукцию [1]. Этим направлениям ис-
следования и посвящена настоящая работа. 

Изложение основного материала 
Известно [6,26—28], что для обеспечения непрерывного режима функционирования 

производства величина пропускной способности производственной линии должна быть связана 
с величиной межоперационных заделов строго определенной зависимостью, удовлетворяющей 
уравнению неразрывности потока предметов труда вдоль технологического маршрута [12]. В 
общем случае управление межоперационными заделами вдоль технологического маршрута 
достигается посредством использования модели управления многопоточной линии с резервным 
размещением запасов [29] или за счет обеспечения требуемого градиента темпа обработки 
предметов труда вдоль технологического маршрута (рис. 1). Управление пропускной 
способности поточной линии осуществляется путем постепенного увеличения количества 
параллельно работающих единиц оборудования, непосредственно за счет мероприятий по 
изменению режимов обработки предметов труда технологическим оборудованием [1]. 
Полагаем, что заданы: а)последовательность технологических операций и их технологические 
параметры; б) оборудование, необходимое для выполнения технологической операции, 
параметры его работы и схема расстановки; в)свойства предмета труда и законы переноса 
технологических ресурсов на предметы труда в результате воздействия оборудования. Введем 
одномерное координатное пространство ( )S,t  [25,30,31]. Разделим координатную ось S0  на 
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отрезки  [ [mmm S,SS 1−∈∆ . Координата 1−mS (грн) и mS (грн) характеризует начало и 
окончание ойm −  технологической  операции,  M..m 1= . При этом полагаем, что 00 =S (грн),  

MS = dS (грн), где dS (грн) — себестоимость изготовления продукции. Также считаем, что цена 
затрат, связанных с управлением для каждой технологической операции, известна, является 
разной для каждой технологической операции и зависит от времени суток. Потоковыми 
параметрами модели производственной линии в двухмоментном описании являются 
межоперационные заделы, характеризующиеся плотностью  [ ] ( )S,t0χ , и темп движения 

предметов труда [ ] ( )dS,t1χ  по технологическому маршруту  [32]. Полагаем, что дискретная 
функция управления с достаточной степенью точности может быть аппроксимирована 
непрерывной функцией ( )S,tY  (рис.1). Последнее обусловлено тем, что современные поточные 
линии в составе агрегированного технологического модуля содержат достаточно большое 
количество оборудования разной производительности, имеющего возможность работать 
последовательно, параллельно или комбинировано (рис.2) [6,7,27,28,33]. Модели оптимального  

 

 
 

Рис. 1. Модель управления распределенными параметрами поточной линии 
 
 

 
 

Рис. 2. Типичный участок структуры производственной линии [22,с.177] 
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управления включением резервного оборудования (идентичного, оборудования разной 
производительности) для обеспечения требуемой пропускной способности производственной 
линии подробно рассмотрены в работе [34]. Введем функцию ( )S,tYω , характеризующую 
затраты технологических ресурсов для осуществления управления ( )S,tY . технологических 
ресурсов, необходимых для осуществления управления ( )S,tY  в пределах m -й техноло-
гической операции в течение длительности производственного цикла dT  определяются 
интегралом 

( ) ( )∫ ∫
−

ω⋅
d m

m

T S

S
Y dtdSS,tS,tY

0 1

( )грн ,     (1) 

а общие затраты на управление состоянием межоперационных заделов и производительностью 
технологических участков по всем операциям технологического маршрута интегралом вида 

( ) ( )∫ ∫ ω⋅
d dT S

Y dtdSS,tS,tY
0 0

( )грн .     (2) 

Параметры производственной линии для непрерывного поточного производства с дос-
таточно большим количеством технологических операций удовлетворяют системе балансовых 
уравнений [12]. Для одномоментного приближения система балансовых уравнений примет вид: 

[ ] ( )
t

S,t
∂

χ∂ 0 +
[ ] ( )

S
S,t

∂
χ∂ 1 =0, [ ] ( )S,t1χ = [ ] ( )S,tψχ 1 .   (3) 

Нормативный темп [ ] ( )S,tψχ 1 обработки предметов труда для производственной линии 

является заданным в каждой точке технологического маршрута и для каждого момента време-
ни. Как указано выше, потоковыми параметрами в модели управления параметрами производ-
ственной линии являются межоперационные заделы, характеризующие плотностью 
[ ] ( )S,t0χ распределения предметов труда технологическому вдоль технологического маршру-

та, и их темп движения [ ] ( )S,t1χ по маршруту [35—37]. Замкнутость балансовой системы 
уравнений для параметров потокового уровня описания (макроуровня) в уравнении неразрыв-
ности обеспечивается с использованием уравнений предметно-технологического уровня описа-
ния (микроуровня) [38]. 

Поведение потоковых параметров [ ] ( )S,t0χ , [ ] ( )S,t1χ  производственной линии стеснено 
начальными и конечными условиями распределения предметов труда по технологическому 
маршруту   

[ ] ( )S,00χ = [ ] ( )S00χ ,  [ ] ( )S,Td0χ = [ ] ( )S
dT0χ ,    (4) 

граничными условиями, определяющими поступление со склада сырья, материалов на первую 
технологическую операцию и выход готовой продукции с последней технологической опера-
ции, 

[ ] ( )00 ,tχ = [ ] ( )tS0χ ,  [ ] ( )01 ,tχ = [ ] ( )tS1χ ,    (5) 
ограничениями на емкость накопителей 

[ ] ( ) [ ] ( ) 000 ≥χ≥χ S,tSG .        (6) 
Строгое неравенство соответствует непрерывному режиму функционирования 

поточной линии (рис. 3). 
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Рис. 3. Структурная схема программного управления параметрами поточной линии 

 
 

Математическая формулировка задачи программного управления 
Математическая формулировка задачи программного управления. В общем виде задача 

построения оптимальной программы [12,14,39] управления межоперационными заделами 
[ ] ( )S,t0χ  производственной линии с использованием для достижения целей управления допол-

нительного оборудования может быть сформулирована следующим образом: определить со-
стояние межоперационных заделов [ ] ( ) 00 GS,t ∈χ  производственной линии для каждой точки 

[ ]dS,S 0∈  технологического маршрута в течение промежутка времени [ ]dT,t 0∈  при управ-
лении производительностью технологического оборудования ( ) YGS,tY ∈  на  m-ой технологиче-
ской  операции, доставляющих минимум функционалу [14, с.17] 

( ) ( ) ( ) ( )( ) mindtdSS,tS,tYS,tS,tY
d dT S

YY →ω⋅+ω⋅∫ ∫
0 0

0011 ( )грн ,                      (7) 

при  дифференциальных связях 
[ ] ( )

t
S,t

∂
χ∂ 0 +

[ ] ( )
S

S
∂
χ∂ 1 =

( ) ( )S,tY
S

S,tY
0

1 −
∂

∂
− , [ ] ( )S,t1χ = [ ] ( )S,tψχ 1 ,  (8) 

которые определяются системой балансовых уравнений двухуровневой модели управляемого 
производственного процесса, ограничениях вдоль траектории на фазовые переменные 
[ ] ( )S,t0χ  [14, с.21], определенные емкостью накопителей [40]: 

[ ] ( )S,t00 χ≤ , [ ] ( ) [ ] ( )SS,t G00 χ≤χ ,     (9) 
ограничениях вдоль траектории на управление [14, с.20]  

( )S,tY≤0 , ( ) [ ] ( ) [ ] GS,tS,tY 11 χ≤χ+ ,  ( )S,tY = ( ) ( )S,tY,tY
S

1
0

0 d +ζζ∫ ,   (10) 

начальных  условиях  
[ ] ( )S,00χ = [ ] ( )S00χ ,     (11) 

конечном состоянии (цель управления)  
[ ] ( )S,Td0χ = [ ] ( )S

dT0χ      (12) 

и граничных условиях 
[ ] ( )01 ,tχ = [ ] ( )01ψχ ,  [ ] ( )dS,t1χ = [ ] ( )dSψχ 1 .   (13) 
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Под управление ( )S,tY = ( ) ( )S,tY,tY
S

1
0

0 d +ζζ∫  понимается величина темпа обработки 

предметов труда на дополнительно включенном оборудовании в месте технологического мар-
шрута с координатой [ ]dS,S 0∈  в момент времени t. Предельное значение [ ] G1χ  определяет 
максимальный допустимый темп обработки предметов труда на участке технологического мар-
шрута с координатой S  в момент времени t. Для определенности использовано предположение, 
что затраты технологических ресурсов, характеризующие функцией  ( )S,tYω , необходимые для 
осуществления управления ( )S,tY  (шт/час) пропорциональны величине управления 

( )S,tY 0ω = ( )S,tY000 ⋅ω , ( )S,tY1ω = ( )S,tY101 ⋅ω , const=ω00 , const=ω01 .  (14) 
В общем случае j0ω  может быть задана в виде функции от времени t. Зависимость (14) 

соответствует производственным системам поточного типа производства с массовым и серий-
ным выпуском продукции, определяется  линейными производственными функциям [41], свя-
зывающим затраты технологических ресурсов ( )S,tYω  с темпом производства ( )S,tY . Функция 
( )S,tY  при ограничениях на фазовые переменные (9) и ограничениях на управление (10), обес-

печивающая достижение цели управления (12) при минимальном значении интеграла (7) и 
дифференциальных связях (8), является оптимальной программой или оптимальным управлени-
ем [15,с.16] для потоковых параметров [ ] ( ) 00 GS,t ∈χ . производственной линии. При проекти-
ровании системы управления использованы уравнения дифференциальных связей (8), которые 
определяются системой балансовых уравнений двухуровневой модели управляемого производ-
ственного процесса. 

Расчет оптимальной программы управления состоянием межоперационных заделов  
производственной линии 

Для определения оптимальной программы управления межоперационными заделами 
производственной линии функции ( )S,tY , [ ] ( )S,t0χ , [ ] ( )S1χ  в ряд Фурье на промежутке 

[ ]dS,S 0∈ : 

( ) )t(S,tY 000 Υ= , ( ) { } [ ] [ ] [ ]∑∑
∞

=

∞

=
⋅⋅+⋅⋅=

11
1

j
jj

j
jj SkcosYSksinYS,tY , ...j,

S
jk

d
j ∞=

⋅π⋅
= 12    (15) 

{ } ( )dSS,tY
S

Y
dS

d
∫=
0

0
1 , { } ( ) [ ]dSSksinS,tY

S
Y j

S

d
j

d

∫=
0

2 , [ ] ( ) [ ]dSSkcosS,tY
S

Y j

S

d
j

d

∫=
0

2 , 

[ ] ( ) { } { } [ ] [ ] [ ]∑∑
∞

=

∞

=
⋅⋅χ+⋅⋅χ+χ=χ

1
0

1
0000

j
jj

j
jj SkcosSksinS,t ,  (16) 

[ ] ( ) { } { } [ ] [ ] [ ]∑∑
∞

=

∞

=
⋅⋅χ+⋅⋅χ+χ=χ

1
1

1
1011

j
jj

j
jj SkcosSksinS,t ,  (17) 

с коэффициентами разложения { } { } [ ] jj Y,Y,Y 0 ,{ } { } [ ] jj ,, 0000 χχχ , { } { } [ ] jj ,, 1101 χχχ . Коэффициен-

ты разложения { } { } [ ] jj ,, 1101 χχχ  будем полагать известными и независимыми от времени, 

{ } { } [ ] jj Y,Y,Y 0 , { } { } [ ] jj ,, 0000 χχχ  подлежат определению [42,c.356]. Последовательности 

(15)—(17) являются ортонормированными системами функций [43], коэффициенты которых 
могут быть найдены по формулам Эйлера-Фурье [42,c.357]. Выбор соответствующей ортонор-
мированной системы функций определяется  постановкой задачи, должен обеспечить наилуч-
шее приближение к точному решению [42,43]. 
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Принимая во внимание (15)—(17), критерий качества (4.7) может быть проинтегриро-
ван с точностью до константы в виде [44, c.46] 

{ } [ ] mindtYYY
dT

j
j

j
j →⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ω
+

ω
+⋅ω∫ ∑∑

∞

=

∞

=0 1

201

1

2012
0000 22

.   (18) 

Ограничения вдоль траектории на фазовые переменные и управление, а также начальных, гра-
ничные условия и цель управления с учетом (15)—(17) могут быть записаны следующим обра-
зом: 
– условие неотрицательности заделов 

{ } 000 =χ , { } 00 =χ j , [ ] 00 =χ j  при [ ] ( )S,t00 χ> ;  (19) 

– ограничение емкости накопителей для межоперационных запасов  
{ } { }0000 Gχ=χ , { } { } jGj 00 χ=χ  [ ] [ ] jGj 00 χ=χ , при [ ] ( ) [ ] ( )SS,t G00 χ>χ ;   (20) 

– ограничение на управления  
{ } 00 =Y ; { } 0=jY ; [ ] 0=jY ; при  ( )S,tY>0   (21) 

{ } { }
2

0 000101
d

G
S

Υ−χ−χ= , { } { } { }
j

jjGj k
Y 2

0011 Υ+χ−χ= , [ ] [ ] [ ] jjGjY 11 χ−χ= ,  (22) 

при ( ) [ ] [ ] ( )S,tS,tY G 11 χ−χ≥ ; 
– при начальных условиях  

{ } { }000000 χ=χ
=t

,  { } { } jtj 0000 χ=χ
=

, [ ] [ ] jtj 0000 χ=χ
=

  (23) 

и цели управления 

{ } { }
0000 dd

TTt
χ=χ

=
,  { } { }

jTTtj d
d

00 χ=χ
=

, [ ] [ ]
jTTtj d

d
00 χ=χ

=
  (24) 

и заданных нормативных параметрах работы технологического оборудования вдоль технологи-
ческого маршрута { } { } [ ] jj ,, 1101 χχχ . 

Принимая во внимание вид целевого функционала (18) при дифференциальных связях  

{ }
00

00 Υ−=
χ

dt
d

, 

{ }
[ ] [ ]

[ ]
{ } { }⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⋅−=χ⋅+
χ

⋅=χ⋅−
χ

;Ykk
dt

d

;Ykk
dt

d

jjjj
j

jjjj
j

1
0

1
0

  
,..1

,2

∞=

⋅⋅
=

j
S

jk
d

j
π

  (25) 

которые определяются системой балансовых уравнений (8), запишем функцию Понтрягина для 
исследуемой системы: 

[ ] [ ]( ) { } { }( ) { } [ ]∑
∞

=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ω
−

ω
−χ+ψ−χ+ψ+Υω−Υψ−=

1

01201
11

2
0000000 22j

jjjjjcjjjjsj YYYkYkH .     (26) 

С учетом ограничений (19)—(22) на фазовые координаты Лагранжиан исследуемой сис-
темы принимает вид: 

[ ] [ ]( ) { } { }( ) { } [ ]∑
∞

=
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ω
−

ω
−χ+ψ−χ+ψ+Υω−Υψ−=

1

01201
11

2
0000000 22j

jjjjjcjjjjsj YYYkYkL + 

{ } [ ]( ) { }000
1

00   χµ+χµ+χµ+∑
∞

=j
jcjjsj + { } { }( ) [ ] [ ]( )( ) { } { }( )00000

1
0000   χ−χλ+χ−χλ+χ−χλ∑

∞

=
G

j
jjGcjjjGsj ,  (27) 

где 
{ } { } [ ] ;,,, cjjcjsjjsj 0            ;0     0       0;     0 000000 ≥µχ⋅µ≥µ=χ⋅µ≥µ=χ⋅µ   (28) 
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{ } { }( )  0;  0 000000 ≥λ=χ−χ⋅λ ,G { } { }( )   ;0   0 00 ≥λ=χ−χ⋅λ sjjjGsj , [ ] [ ]( )  0  0 00 ≥λ=χ−χ⋅λ cjjjGcj , .        (29) 

Сопряженная система для Лагранжиана имеет вид 

( )00
0 λ−µ−=

ψ
dt

d
; ( )sjsj

sj

dt
d

λ−µ−=
ψ

; ( )cjcj
cj

dt
d

λ−µ−=
ψ

.  (30) 

 Управление, при котором достигается максимум функции по управлению, определим из 
системы уравнений: 

02 00000
00

=Υ⋅ω−ψ−=
Υd
dL , { } { } 001 =ω−⋅ψ−= jjcj

j
Yk

Yd
dL , [ ] [ ] 001 =ω−⋅ψ= jjsj

j
Yk

Yd
dL ,  (31) 

откуда коэффициенты разложения определим из уравнений 

00

0
00 2ω

ψ
−=Υ ,   { }

01ω

⋅ψ
−= jcj

j
k

Y ,  [ ]
01ω

⋅ψ
= jsj

j
k

Y ,    (32) 

если значение управления находится внутри интервала изменения управления и имеет вид (21) 
или (22), если находится за его пределами. Подставим (32) в (25), получим систему уравнений 
для определения фазовой траектории и управления 

{ }
00

000

2ω
ψ

=
χ

dt
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, 

{ }
[ ]

[ ]
{ }⎪
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⎪

⎨

⎧
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⋅π⋅
=

1

2
  (33) 

( ) 00000 ψ+⋅λ−µ−=ψ t ; ( ) 0sjsjsjsj t ψ+⋅λ−µ−=ψ ; ( ) 0cjcjcjcj t ψ+⋅λ−µ−=ψ .    (34) 

Из условий дополнительной нежесткости (28), (29) при [ ] ( )S,t00 χ< , [ ] ( ) [ ] ( )SS,t G00 χ<χ  
решение  (33) имеет вид: 

{ } { } ;t 000
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⎪
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001
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2
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0
  (35) 

Сопряженные функции могут менять знак один раз на траектории, соответствующей 
ограничению. Следовательно, точка переключения для (32) находится за пределами интервала 
управления. Определим константы интегрирования { }000χ , { } 00 jχ  и [ ] 00 jχ  из начального 

условия (23) и цели управления (24) 

    { } { } { } ;)( 00000000 0 χ=χ=χ      
{ } { } { }
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⎨
⎧
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⎪

⎩

⎪
⎪

⎨
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2
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2
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 (37) 

Разрешаем систему (36), (37) относительно сопряженных функций: 
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{ } { }
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Td 00000
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2
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2
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  (38) 

принимая во внимание (32), получим выражения для коэффициентов разложения (15) функции 
программного управления потоковыми параметрами производственной линии: 

{ } { }

d

T

T
d 00000

00
χ−χ

−=Υ ,   { }
[ ] [ ]

{ } j
dj

jjT
j Tk

Y
d

1
000

χ−
⋅

χ−χ
−= ,   [ ]

{ } { }
[ ] j

dj

jjT
j Tk

Y
d

1
000

χ−
⋅

χ−χ
= .      (39) 

Построим программное управление для производственной линии с заданными темпом 
обработки и начальным распределением предметов труда вдоль технологического маршрута. 
Используя выражения для коэффициентов разложения (39) и пренебрегая краевыми эффектами 
при остановки производственной линии, полагая, что время существования данных эффектом 
много меньше времени процесса остановки, получим коэффициенты разложения для управле-
ния процессом остановки производственной линии. Расчет оптимальной программы управле-
ния параметрами поточной линии для модифицированной PDE-модели М/М/1 очереди [45]. 
Задано первоначальное распределение межоперационных заделов вдоль технологического 
маршрута протяженностью π= 2dS : 

[ ] ( ) { } { } ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ π
χ+χ=χ

d
InpInp S

SsinS, 20 10000 , { }
00Inpχ =10000(шт./грн.),  { }

10Inpχ =2000(шт./грн.) 

для поточной линии с технологическим оборудованием, производительность которого в зави-
симости от позиции определяется выражением 

[ ] ( ) { } [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ π
χ+χ=χ

dS
ScosS,t 2

11011 , { }01χ =100 (шт./час.),  { }11χ = – 50 (шт./час.). 

Необходимо за время dT =100 (час) уменьшить количество межоперационных заделов 
посредством перехода от начального распределение межоперационных заделов к заданному 
конечному распределению: 

[ ] ( ) { } [ ] ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ π
χ+χ=χ

d
OutOutd S

SsinS,T 2
10000 ,{ }00Outχ =9000(шт./грн.), [ ]10Outχ = –1000 (шт./грн.). 

Значение величины π= 2dS  используется для упрощения расчетов. Для описание по-
ведения параметров поточной линии для управляемого производственного процесса использу-
ем модифицированную PDE-модель М/М/1 очереди [45]: 

[ ] ( )
t

S,t
∂

χ∂ 0 +
S

)S,t(F
∂

∂ =0,  [ ] ( ) ( )S,tS,t)S,t(F νχ= 0 , ( )
[ ] ( )

)S,t(S
MS,t

S,t out

ψ∆
+χ

µ
=ν

0

, (40) 

где M — количество предметов труда, находящихся в технологической обработке (количество 
единиц технологического оборудования в предположении, что допускается на одной единице 
оборудования обработка одного изделия), )S,t(Sψ∆  — протяженность участка в пределах вы-

полнения технологической операции, outµ  — темп движения предмета труда на выходе с по-
точной линии. Принимая во внимание, что для рассматриваемой поточной линии 
[ ] ( ) MSS,t >>∆χ ψ0 , уравнение (40) примет вид: 

[ ] ( )
00 ≈

∂
µ∂

+
∂

χ∂
St

S,t out ,  ( ) [ ] ( )S,t
S,t out

0χ
µ

≈ν .   (41) 
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Для заданного переходного режима сформулируем  задачу программного управления. 
Определим состояние межоперационных заделов [ ] ( ) 00 GS,t ∈χ  производственной поточной 

линии для каждой точки [ ]dS,S 0∈  технологического маршрута в течение промежутка време-

ни [ ]dT,t 0∈  при управлении производительностью технологического оборудования 
( ) YGS,tY ∈  на m-ой технологической  операции, которое обеспечивает минимум функционалу 

[15]: 

( ) ( )( ) mindtdStYS,tY
S

d dT S

d
d

→⋅α+∫ ∫
0 0

2
01

1 ,   (42) 

при  дифференциальных связях 
[ ] ( )

t
S,t

∂
χ∂ 0 =

( ) ( )tY
S

S,tY
0

1 −
∂

∂
− , 

ограничениях вдоль траектории на фазовые переменные [ ] ( )S,t0χ  [15, с.21], определенные ем-
костью накопителей  

[ ] ( )S,t00 χ≤ , [ ] ( ) [ ] ( )SS,t G00 χ≤χ , 
ограничениях вдоль траектории на управление [14, с.20]  

( )S,tY≤0 , ( ) [ ] ( ) [ ] GS,tS,tY 11 χ≤χ+ ,  ( )S,tY = ( ) ( )S,tYStY 10 +⋅ , 

начальных условиях [ ] ( )S,00χ , цели управления [ ] ( )S,Td0χ  и граничных условиях 

[ ] ( )01 ,tχ = [ ] ( ) inpλ=χ ψ 01 ;  [ ] ( )dS,t1χ = [ ] ( ) outdS µ=χ ψ1 , 

inputλ — темп поступления предметов труда на поточную линию. 

Для определения программы управления межоперационными заделами производствен-
ной поточной линии функции [ ] ( )S,t0χ , ( )S,tY1  представим в виде: 
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S
SsinS,t 22

1010000 . 

Принимая это во внимание, критерий качества переходного процесса (42) приобретает сле-
дующую форму: 

{ } [ ]
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22
0

2
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2
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0
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⎟
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⎜
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⎛
++⋅∫

dT

d dt
YY

Yα  

с уравнениями дифференциальных связей, определенными балансовым уравнением модели 
управляемого производственного процесса (41)  

{ }
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dt
d
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{ } [ ]110 2 Y

Sdt
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d
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χ
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[ ] { }110 2 Y
Sdt

d

d

π
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χ
. 

Запишем функцию Понтрягина, позволяющую определить программу управления па-
раметрами поточной линии производственно-технической системы:  
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2 22
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Cопряженная система может быть получена в виде: 

00 =
ψ
dt

d
;  0=

ψ
dt

d s ;  0=
ψ
dt

d c , 

что дает возможность определить коэффициенты разложения для оптимального управления из 
системы уравнений: 
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если его значение находится внутри интервала изменения управления и определяется из нера-
венств, определяющих ограничения на управление, если находится за его пределами. Подста-
вим полученные выражения в уравнения дифференциальных связей, получим систему уравне-
ний для определения фазовой траектории: 

{ }
2

000

2 ddt
d

α

ψ
=

χ
;  

{ }
s

dSdt
d

ψ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
=

χ 2
10 2 ; 

[ ]
c

dSdt
d

ψ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
=

χ 2
10 2 , 

решение которой  
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удовлетворяет начальным условиям и цели управления. Разрешаем систему 
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относительно сопряженных функций 0ψ , sψ , cψ  
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расчетные значения которых после подстановки значений:   
100 =Υ  (шт./(час*грн)),  { } 201 =Y  (шт./час),    [ ] 101 −=Y  (шт./час).   

Выводы  
Показано, что наряду с традиционными моделями управления параметрами производст-

венных поточных линий играют значимую роль модели управления, связанные с применением 
уравнений в частных производных (PDE-модели). Определены основные типы моделей управ-
ления параметрами производственных поточных линий. Предложена PDE-модель управления 
параметрами производственной поточной линией, учитывающая вдоль технологического мар-
шрута ограничения на емкость накопителей и величину управления. 

Разработана PDE-модель управления параметрами производственной поточной линии 
для режимов сокращения и наращивания объемов межоперационных заделов. Показано, что 
оптимальное управление для переходного режима функционирования определяется первыми 
членами разложения по ортонормированным системам функций, коэффициенты которых най-
дены по формулам Эйлера-Фурье. Выбор ортонормированной системы функций определяется 
особенностями протекания производственного процесса. Оценены краевые эффекты, связанные 
с заполнением технологических позиций свободной от обработки поточной линии. Рассмотре-
ны основные особенности, связанные с построением PDE-модель управления параметрами 
производственной поточной линии. Записана целевая функция, определяющая критерий каче-
ства управления параметрами производственной поточной линии. Показано, что балансовые 
уравнения в частных производных, которые выступают дифференциальными связями для фа-
зовых переменных, заменены системой уравнений для коэффициентов разложения параметров 
производственной поточной линии, что позволило получить функцию управления в виде зави-
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симости от времени и позиции (координаты) в технологическом маршруте. При определения 
оптимальной программы управления параметрами производственной поточной линии для син-
хронизации производительности оборудования поточной линии показана зависимость управ-
ляющей функции от начальных условий. Получена функция Лагранжа для программного 
управления параметрами производственной линии. Выделены возможные типы управлений 
при различных значениях сопряженных функций. Показано, что поведение потоковых пара-
метров производственной линии для этих управлений определяется начальными и граничными 
условиями распределения предметов труда вдоль технологического маршрута работы поточной 
линии.  
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THE PROBLEM OF THE CONTROL OF THE DISTRIBUTED PARAMETERS OF 
THE PRODUCTION LINE 
Pihnastyi O.M., Kozhevnikov G.K. 
 
Abstract 
The program control of the flow line parameters for the transient modes of production 

functioning is presented. When designing the control system, a distributed model of the production 
line (PDE-model) is used approximation.  Are given the mathematical problem of software control of 
the distributed parameters of the production line. A criterion for the quality of the transition process 
has been formulated and differential relations between the flow parameters of the production line have 
been determined. The constraints on control and flow parameters are defined. For the initial and 
boundary conditions, the goal of control of the production parameters is given.  In designing the 
control system, the equations of differential relations are used, which are determined by the system of 
balance equations of a two-level model of a controlled production process. By determining the optimal 
program for controlling the parameters of the production line, a Fourier series expansion was used. 
Using the Fourier decomposition, the Pontryagin function is written for the system under study. 
Taking into account the restrictions on the phase coordinates (the volume of the drive between the 
technological operations and the limitation of the rated capacity of the process equipment), the 
Lagrange function is constructed. The system of equations for conjugate functions is written and the 
coefficients of the decomposition of the optimal control are determined in a Fourier series. Optimum 
control of the flow line parameters is constructed taking into account the limitations of the production 
system on the maximum volume of hoppers between operations and the amount of the productivity of 
technological equipment. Possible types of controls are identified. As a comparative analysis, a 
calculation was performed for an optimal control program that uses the queue model M/M/1. The main 
features associated with the construction of a PDE-model for managing the parameters of an industrial 
production line are considered. When building the optimal program for controlling the parameters of 
the production flow line in order to synchronize the capacity equipment of the flow line, the 
dependence of the control on the initial conditions is shown. 
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