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Сплайн-метод наближеного розв’язку диференціальних рівнянь 

з розривними коефіцієнтами 
 
В роботі наведено алгоритм пошуку наближеного розв’язку крайової задачі для звичайних лінійних дифе-
ренціальних рівнянь другого порядку з розривними коефіцієнтами у вигляді кубічного сплайну по нерів-
номірній сітці, який асимптотично співпадає з інтерполяційним сплайном від точного розв’язку задачі. 
Особливістю є те, що алгоритм гарантує існування наближеного розв’язку та можливість управління ним 
для досягнення потрібної мети. 

 
Розглядається крайова задача для лінійного ди-

ференціального рівняння другого порядку 
 yxpy  y + q(x)y = f(x),                      (1) 

 y(a) = A,   y(b) = B.                             (2) 
Відомо, що наближений розв’язок  у вигляді ку-

бічного сплайну методом сплайн-колокації або разніце-
вими схемами дає похибку О(h2), де h — найбільший 
крок розбиття відрізку [a, b] (див. [1]), причому ця точ-
ність досягається як по рівномірній сітці вузлів, так і по 
нерівномірній. 

До достоїнств схем, які будуються на основі ку-
бічних сплайнів, можна відзначити відносну обчислю-
вальну простоту тому, що знахождення коефіцієнтів 
сплайнів зводиться до розв’язання систем лінійних рів-
нянь з трьохдіагональними матрицями коефіцієнтів, що 
дозволяє застосовувати метод звичайної прогонки. 

Схеми, які мають похибку О(h n) (n = 3, 4) для 
кубічних сплайнів називають схемами підвищенної 
точності. Питаннями одержання таких схем присвячено 
багато робот. Наприклад, ці питання розглядалися Ми-
рошниченко В.Л. [3]. Відомі сплайн-колокаційні схеми 
підвищеної точності, як правило (див. напр. [1], Гл. 10), 
потребують спеціального вибору вузлів сплайну і вузлів 
колокації або зводяться до систем, матриці коефіцієнтів 
яких мають більше трьох діагоналей з ненульовими 
коефіцієнтами. 

Лигуном А.О. та Дроновим С.Г. [4], Дроновим 
С.Г. [5]—[6] для достатньо гладких коефіцієнтів рів-
няння (1) було одержано схеми, які дають наближені 
розв’язки у вигляді кубічних сплайнів асимптотично 
співпадаючих з інтерполяційними сплайнами від точних 

розв’язків та які дають максимально можливий порядок 
точності для цього апарату наближення, причому сис-
теми рівнянь для знаходження коефіцієнтів наближених 
розв’язків зберігали трьохдіагональні структури мат-
риць.  

Аналогічні схеми для задачі Коші для диферен-
ціального рівняння (1), які дають наближені розв’язки 
підвищеної точності у вигляді кубічних сплайнів по 
рівномірній та нерівномірній сіткам вузлів були побу-
довані Дроновим С.Г. і Худой Ж.В. [7]—[8].   

В цьому дослідженні розглядається схема для 
крайової задачі (1)—(2) з розривними коефіцієнтами, 
яка дозволяє одержати наближений розв’язок у  вигляді 
кубічного сплайну по майже рівномірному розбиттю і 
дає максимально можливий порядок точності О(h4), 
зберігаючи трьохдіагональність матриць коефіцієнтів.     

Позначимо через  
r

b;a
L


,  
r

b;a
C


 (r = 0;1;2;…) множи-

ну функцій, визначених на відрізку [a; b], у яких похід-

на порядку     xf
    (f(0) (x) = f (x))  належить відпо-

відному простору   b;a
L


 або  b;a
C


. 

Нехай N  — розбиття відрізку [a; b] точками 
а = х0 < x1 < x2 < ….<  xN-1< x N  = b 

і позначимо hi = xi – xi-1  (i = 1; 2; …; N) такі, що вико-
нуються умови hi+1 = hi + O (h2

i)  і  h = max hi (i = 1; 2; 
…; N). 

Зрозуміло, що при таких умовах сітка розбиття 
може дуже сильно відрізнятися від рівномірної і в бага-
тьох питаннях теорії наближення ця умова виконується 
для асимптотично оптимальних сіток вузлів. 
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Доповнимо розбиття N  вузлами 
x-3 < x-2 < x-1 <  a     і      b < xN+1  < xN+2  < xN+3. 

Будемо вважати у подальшому h-2 = h-1 = h0 = h1;       

hN  = hN+1 = hN+2= hN+3 

і позначимо   3
3


 N

iixN . 

Функцію  xs3  назвемо кубічним сплайном мі-

німального дефекту по розбиттю N , якщо на кожному 

із інтервалів (xi; xi+1) розбиття N  вона співпадає с ал-
гебраїчним многочленом третього степеня, а на всьому 

відрізку [a; b]    
2

3 b;a
Cxs  . Множину усіх таких сплай-

нів позначимо через   Ns 3 . 

Сплайн    Nsx,fs  33  будемо називати інтер-

поляційним для функції f(x), якщо s3(f, xi ) = f(xi) (i= 0; 
1; 2;….; N)  і     afa;fs 3 ,    bfb;fs 3 . 

Добре відомо (див. [1], C. 96—101; [2], C. 24—

25), що для довільної функції  
3

b;aCf   кубічний інтер-

поляційний сплайн існує та единий. 
Кубічним В-сплайном, нормалізованим базисним 

В-сплайном, будемо називати (див. [1], C. 18—26; [2], C. 

44) сплайн    Ni, sxB  33 , який визначається для кож-

ного фіксованого i = -1; 0; 1; 2;…; N; N+1 умовами  
      02323   ii,ii, xBxB   (  0;1;2); 

  13
2

2
 


dxxB

x

x
i,

i

i
,   B3,i(x) =0  (х < xi-2 ; x > xi+2). 

В силу того, що система функцій   1
13




N
ii,B  утво-

рює базис в  Ns 3 , будь-який сплайн  NSs  33  за-

писується у вигляді 

   




1

1
33

N

i
i,i xBcxs          b;ax . 

Для i = –1; 0; 1; 2;….; N; N+1 и довільної функції 
f(x) положимо 

    ii xff        (  0; 1; 2;…)     (f(0) (x) = f (x)). 

Припустимо, що коефіцієнти p(x), q(x), f(x) рів-
няння (1) можуть мати розриви першого роду в точках 

j (j= 1; 2;…; k) 

b...a kk  1210   

и 
jNj x  (j = 1; 2;…;k), де 

jNx  — вузли рoзбиття 

N , а на інтервалах  jj  ;1  (j = 1; 2;…; k; k+1) q(x), 

   
4

b;aLxf  ,    
5

b;aLxp  . 

Введемо вектор (А1, А2,…., Аk), А0= А, Аk+1 = В. 
На кожному відрізку  jj  ;1  (j = 1; 2;…; k; k+1) розг-

лянемо крайову задачу 

     xfyxqyxpy  ,                     (1) 

  11   jj Ay  ;   jj Ay  .                     (4) 

Відповідно до ідей роботи [4], будемо розгляда-
ти замість рівняння (1) «збурене» рівняння 

              yxxqyxxpxy 1  

   xxf  ,                                  (3) 

де  x ,  x ,  x ,  x  — цілком конкретні функції, 

обрані таким чином, щоб ухилення знайденого сплайну 
від точного розв’язку задачі  xy  було мінімальним. 

Для крайової задачі (3)—(4) розглянемо звичайний ме-

тод сплайн-колокації і доведемо, що отримане набли-
жене рішення асимптотично співпадає з інтерполяцій-
ним сплайном від точного розв’язку крайової  задачі  
(1)—(2). 

Зрозуміло, що на відрізку  jj  ;1  кількість ву-

злів розбиття N  дорівнює Lj =Nj – Nj-1   (j = 1; 2;…; k; 

k+1). Точний розв’язок крайової задачі (1)—(2) позна-

чимо через  xy   і 

     ii xyy        (  0; 1; 2;…). 

Розглянемо систему рівнянь відносно невідомих 

j,ic (i = 0; 1; 2;…; Lj)                
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   (5) 

де   1
11


  iiii hhh ; ii  1  (i = 0;1; 2;…;Lj);       

iiii q  22 ; 

iiii qq   ; 

iiii ff   ; 
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  211
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j LLLLL
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L hhh
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 . 

Зрозуміло, що матриця системи має трьох діаго-
нальну структуру. 

Теорема І. Нехай q(x), f(x)  jj ;L  1
4

 ,  

p(x)  jj ;L  1
5

 . Тоді  jj ;Ly  1
6

   і якщо 

q(x) < q < 0   jj ;x  1 , а числа hi  при N  задо-
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(i = 0; 1; 2;…; Lj). 
Зауваження. Можна показати, що замість вели-

чин  
ip ,  

if ,  
if   21;  можна підставляти їх 

наближені значення, знайдені з точністю  2hO , і це не 

змінить результату. 
Доведення теореми аналогічно доведенню в [6] 

(ст. 29—31). 
В роботі [9] доведено, що для сплайна             
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де  x,fS3  — інтерполяційний сплайн від f(x).  

Крім того (див., напр., [1, ст. 115]), для 
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Із цих фактів та  теореми І витікає  
Теорема ІІ. Нехай виконані умови теореми І, 

сi,j(i = 0; 1; 2;…; Lj) — розв’язки системи (5); 
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 


hOyS
jj ;j, 

, де y  — точний розв’язок 

крайової задачі (3)—(4). 

Зрозуміло, що сплайн    





1

1
33

k

i
i, xSxS  асимпто-

тично співпадає з інтерполяційним сплайном від точно-
го розв’язку крайової задачі (1)—(2), якщо точний 
розв’язок проходить через точки ( j ; Аj) (j = 1; 2;…; k). 

Але в загальному випадку це не так. Відомо, що крайова 
задача (1)—(2) з розривними коефіцієнтами може мати 
нескінченну кількість розв’язків. 

Тому вектор (А1 ,А2,…., Аk) можна розглядати, як  
«управління» наближеним розв’язком задачі і зміню-
ванням значень його координат досягати знаходження 
наближеного розв’язку, який задовольняє потрібним 
властивостям, наприклад, мінімальної довжини кривої 
та інше. 
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