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Для определения изгибных напряжений в эле-

ментах арматуры кабеля управления с учетом изгибной 
жесткости, необходимо определить величину деформа-
ции кручения ~ , которой мы пренебрегали в предыду-
щем расчете. С этой целью  рассмотрим условие стати-
ческого равновесия проволоки арматуры кабеля с уче-
том его взаимодействия с соседними элементами. 

Если рассмотреть винтовой элемент  кабеля в 
виде тонкого естественно изогнутого стержня, то все 
внутренние силы, действующие в поперечном сечении 
этого элемента, можно свести к главному вектору   и 
главному моменту L , приложенных в центре тяжести 
сечения. Кроме того на элемент кабеля (проволока или 
жила) по ее длине действует распределенная нагрузка, 
которую можно свести к векторам интенсивности сило-
вой f  и моментной m  нагрузок, отнесенних к упругой 
линии элемента длины кабеля. 

Дифференциальные уравнения равновесия эле-
мента кабеля в векторной форме можно представить в 
виде:  
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где ,  L  - векторы упругих сил и моментов. 
Если спроектировать уравнения (1) на оси под-

вижного триэдра  ,n ,b  (рис.), то получится 6 скаляр-
ных уравнений. 
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Две системы уравнений (2) и (3), устанавливаю-
щие взаимосвязь внутренних  нагрузок в несущей арма-
туре кабеля, являются дифференциальными уравнения-
ми Кирхгофа, записанные для тонких стержней. Для 
определения деформации кручения   необходимо и 
достаточно использовать 3-е уравнение (3). 
Здесь использованы обозначения, принятые в [4], 

neE ,,)(  - проекции фурье-амплитуд напряженности 

поля -частицы на орты соответственно , , n (см. рис.1). 
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Рис. 1. Геометрия рассеяния света (с волновым век-

тором k, kks /


 ) кристаллической пластинкой. Для 
описания электромагнитных возбуждений в пленке ис-
пользован натуральный базис ),,( n


 , связанный с s- и p-

поляризациями световой волны, 


 nqq ,/ .  
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В вакууме система силовых линий отобра-
жающих электрическое поле неподвижного положи-
тельного заряда сферически симметрична (рис. 2, 
случай 1). Изображение поля, полученное в работах 
[5, 6], для равномерно движущегося в вакууме заряда 
(рис. 2, случай 2) свидетельствует о неизотропном 
его характере. 

Рассмотрим частный случай – электрон дви-
жется в кристаллическом слое со скоростью v вдоль 
нормали, то есть е||n. Обозначив (как и ранее в [7]) 

cv / , имеем:  .,0,0,,( )  cnvvvv    На 

рис. 1 k – волновой вектор электромагнитной волны, 
генерируемой -частицей в слое, следовательно, пла-

нарная компонента волнового вектора ,sin kq   
причем : 
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Таким образом, соответствующие фурье-компоненты  
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( ni ,, ) поля заряженной частицы с учетом [7]  
принимают вид: 

 
 

    

Рис. 2. Электрическое поле положительного заряда в вакууме:  1 – неподвижного, 2 – равномерно движуще-
гося со скоростью v=0,87c ( =0,87). 
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Аппроксимируя квазидвумерный слой тонкой пластин-
кой, толщина которой d много меньше длины электро-
магнитной волны (то есть 1qd ), получаем следую-
щие выражения для поляризуемостей:  
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Вдали от резонансов воспользуемся приближенным 
значением диэлектрической проницаемости, найденной 

для соединений типа YВaCuO авторами [8] методом 

Монте-Карло: 4


 . 

Таким образом, фурье-образы соответствующих функ-
ций Грина принимают вид: 
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Рис. 3. Точки пересечения прямых  ctgcq  с поляритонными кривыми отражают резонанс по частоте и 

волновому вектору (возможность передачи энергии) и определяют рождение локализованного в слое светоэкситона 
соответствующей поляризации. 
 
2.  Интенсивность излучения, генерируемого полем   
 - частицы в квазидвумерном кристаллическом слое 

 
Аналогично случаю, рассмотренному в [4, 7], ге-

нерация в YВaCuO-слое  поверхностных поляритонов 
соответствующей поляризации полем движущейся -
частицы возможна лишь при условии двойного резо-
нанса (по частоте   и волновому вектору q). Высвечи-
ваются сразу лишь локализованные в слое  поляритоны, 
генерируемые -частицей (движущейся со скоростью v, 
причем 12 vvv  ), которые соответствуют пересе-

чению линейных участков дисперсионных кривых с 
прямыми  (законами дисперсии сопровождающего -
частицу поля), лежащими между линиями 1 и 2 на 
рис.3. Поляритоны, порожденные частицей, имеющей 
скорость 2vv   (отображенные на рис. 3 точками пере-

сечения, например, прямых 3 и 4 с кривыми дисперсии), 
могут высветиться после рассеяния в приповерхност-
ном слое кристалла (в результате которого волновой 
вектор поляритона уменьшается до диапазона значений, 
характерных для линейного участка дисперсионной 
кривой). 

Интенсивность излучения возбужденных по-
лем  - частицы структурных единиц (СЕ) слоя полу-
чим в результате вычисления суммарной работы 
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в данном случае можно заменить интегрированием по 
поверхности S квазидвумерного кристалла: 
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Следовательно, выражение для усредненной интенсив-
ности излучения  
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(в общем случае возможна генерации планарных  -, - 
и n-светоэкситонов) принимает вид: 

      ,exp},,{,2
)2(

1,, 2
2

qdrqidqI
S

rdd
i

I i 





  (6) 

 

ni , . Поскольку мы рассматриваем движение элек-
трона вдоль нормали к поверхности, то 0I . Спек-

тральная плотность  },,{, dq
i

I  , параметрически 

зависящая от угла   (отражающего геометрию задачи), 
а также от толщины пластинки d и параметра скорости 
частицы cv / , для светоэкситонов - и n-
поляризаций соответственно равна: 
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  - угол между векторами q  и q . Для получения фи-
зически значимого результата диапазон значений пара-
метра   в формулах (7) и (8) определяется, с одной 
стороны, условием 

0
22

1   ctg  или  /1ctg , (10) 
 

а с другой, помимо предыдущего условия, - формула (8) 
требует выполнения неравенства: 
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лая (порядка 1qd ) величина 
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Соотношение (11) позволяет приближенно пред-
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Таким образом, если ввести новую переменную интег-
рирования: qqx /  (отметим, что рассматривается 
диапазон лишь малых значений волнового вектора) и 
обозначить:  
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то интеграл в  (8) принимает следующий вид: 
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После замены переменных  cos,  xz , получим: 
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Интегрирование (14) приводит к соотношению: 
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Следовательно, предполагая одинаковый характер пре-

дельного поведения угловых величин 
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Подстановка выражения для спектральной плот-

ности  },,{, dq
n

I   в (6) позволяет вычислить плот-

ность интенсивности излучения, соответствующего 
высвечиванию n-светоэкситона: 
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Рис. 4. Спектральная 

плотность  },,{, dqI 


 из-

лучения в ед. измерения 
3

/
22

)4( ace  ( q - в ед. 
1

a , 
  - в радианах ), генерируемого 
в квазидвумерном слое: первый 
лист (снизу) – 3,0 , второй – 

7,0 , 5d  (в ед. постоян-
ной решетки a ) 

Рис. 5. Спектральная 

плотность  },,{, dqI 


 

излучения в ед. измерения 
3

/
22

)4( ace  ( q - в ед. 
1

a , 
  - в радианах ), генерируе-
мого в квазидвумерном слое: 
первый лист (снизу) – 

3,0 , второй – 
7,0 , 50d  (в ед. посто-

янной решетки a ) 

Рис. 6. Спектральная 

плотность  },,{, dqI 

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/
22

)4( ace  q - в ед. 
1

a , 
  - в радианах ), генерируе-
мого в квазидвумерном слое: 
первый лист (снизу) – 

7,0 , второй – 9,0 , 
третий - 99,0 50d  (в 
ед. постоянной решетки a ) 
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Из формулы (17) следует, что плотность интенсивности 
излучения СЕ квазидвумерного кристалла убывает с рас-
стоянием (в плоскости слоя), как 1/r. Результаты числен-
ного интегрирования (7) представлены на рис. 4, 5 и 6. 

Легко видеть, что зависимость 


I  от   для заряженных 

частиц, движущихся с малыми скоростями (на рис.4 для 
3,0 ) – не монотонна, она имеет максимум при зна-

чении 035,1 . Причем сравнение рис.4 и рис. 5 (в 
отличие от предыдущего, толщина слоя здесь составляет 

ad 50 ) указывает на слабую зависимость  


I  от 

толщины слоя. С ростом   (см. рис.6), благодаря усло-
вию (11), происходит смещение левого края графика, 

кривая зависимости )(


I   приобретает монотонный 

характер - спектральная плотность интенсивности излу-
чения резко возрастает при  /1arcctg . 
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Математическое моделирование динамики пространственных движений  
напольного робота-манипулятора. 

 
Т.В. ЗАВРАЖИНА, Н.М. ЗАВРАЖИНА* 

 
*Киевский национальный университет строительства и архитектуры 

 
Рассматривается математическая модель динамики управляемого напольного робота-манипулятора. Кинема-
тическая схема робота-манипулятора включает абсолютно твердые платформу и два исполнительных звена 
манипулятора, соединенные между собой вращательным и поступательным сочленениями. Математическая 
модель сводится на основе формализма Лагранжа к системе нелинейных взаимосвязанных дифференциаль-
ных уравнений. Поставлены задачи динамического и кинематического управления динамикой пространст-
венных движений робота-манипулятора. Рассмотрен численный пример кинематического управления робо-
том. Найдены функции внешних управляющих сил и моментов, действующих в сочленениях манипулятора. 
 
Розглянуто математичну модель динаміки керованого підлогового робота-маніпулятора. Кінематична схе-
ма робота-маніпулятора включає абсолютно тверді платформу і дві виконавчі ланки маніпулятора, 
з`єднані між собою обертальним та поступальним зчленуваннями. Математична модель зводиться на 
основі формалізму Лагранжа до системи нелінійних взаємопов`язаних диференціальних рівнянь. Постав-
лено задачі динамічного і кінематичного керування динамікою просторових рухів робота-маніпулятора. 
Розглянуто чисельний приклад кінематичного керування роботом. Знайдено функції зовнішніх керуючих 
сил та моментів, що діють у зчленуваннях маніпулятора. 

 
The mathematical model of a dynamics of the controlled floor robot-manipulator is considered. Kinematical schema 
of robot-manipulator is included absolutely solid platform and two executive links, connected among themselves by 
rotary and translational joints. The mathematical model on a basis of the Lagrange formalism is reduced to system of 
nonlinear interconnected differential equations. Tasks of dynamic and kinematical control the dynamics of the spatial 
motions by the robot-manipulator are put. A numerical example of kinematical control the robot is considered. Func-
tions of external controlling forces and moments, acting in joints of the manipulator are found. 
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