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АВТОКОЛЕБАНИЯ ПОЮЩЕГО ПЛАМЕНИ В ВЕРТИКАЛЬНОЙ ТРУБЕ  

ПРИ ВЫНУЖДЕННОМ ДВИЖЕНИИ ГАЗА, КОГДА ПОДВОД  
ТЕПЛОТЫ СГОРАНИЯ ОСУЩЕСТВЛЯЕТСЯ ПОД РАЗРЕЖЕНИЕМ 
 
Введение. В монографии [1] приведено условие возбуждения акустических ав-

токолебаний, которое заключается в положительности потока акустической энергии 
0A . Цепочка эквивалентных неравенств этого условия [2] определяет механизмы ав-

токолебаний, наблюдаемых при преобразовании различных видов энергии в напор по-
тока жидкости или газа. Механизмы отрицательных сопротивлений [3], которые явля-
ются причиной возбуждения автоколебаний во многих явлениях при преобразовании 
теплоты, подводимой как конвективно, так и выделяемой при сгорании, были обосно-
ваны в [4-6]. Из-за отрицательных сопротивлений вязкостного  tQh  по длине [5] и те-
плового  tт Qh  [6] образуется восходящая ветвь на напорной характеристике тепло-
подвода  tQF , которая обуславливает необходимое условие неустойчивости стацио-
нарного режима. При вибрационном горении автоколебания возбуждаются также из-
вестным механизмом запаздывания сгорания топлива, предложенным Л.Крокко. Сни-
жение температуры продуктов сгорания из-за изменения соотношения компонентов 
топлива с возрастанием его расхода приводит к возбуждению энтропийных волн в ка-
мере сгорания [1], а теплоотвод от нагретого газа является причиной колебаний Рисса 
[7]. 

 

 

Рисунок 1 − Зависимости амплитуды автоколебаний  ,ZA  при различных 
запаздываниях  : 432100    
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Согласно [8], независящая от волнового сопротивления  ZZ:Z  колебатель-
ного контура амплитуда релаксационных автоколебаний (рис.1) поющего пламени при 
сгорании газообразного топлива не изменяется также и с увеличением запаздывания   
сгорания топлива. Амплитуда рассматриваемых автоколебаний возрастает с увеличе-
нием тепловой нагрузки [5]. Известно, что повышение тепловой нагрузки в вертикаль-
ных камерах горения доменных печей значительно улучшает их экономические показа-
тели, но при этом самовозбуждаются автоколебания вибрационного горения, амплиту-
да которых является разрушительной для конструкции камеры горения [9]. 

Постановка задачи. Задачей данной работы является обоснование устойчиво-
сти стационарного режима горения при любых значениях времени запаздывания сгора-
ния топлива, осуществляемого в вертикальной камере горения под разрежением, когда 
ее напорная характеристика  tQF  является монотонно убывающей функцией расхода 
продуктов сгорания. В этом случае отсутствует отрицательное тепловое сопротивле-
ние, т.е. когда выполняется неравенство 0t dQdF , единственным механизмом неус-
тойчивости является время запаздывания сгорания топлива (механизм Л.Крокко), кото-
рое в этом случае автоколебания не возбуждает. 

Результаты работы. Математическая модель. Автоколебания поющего пламе-
ни при сгорании газообразного топлива под разрежением рассматриваются в устройст-
ве (рис.2), в котором разрежение создается дымососом, перемещающим продукты сго-
рания. 

 
Рисунок 2 − Схема модели устройства, осуществляющего явление 

поющего пламени под разрежением 
 
В рассматриваемой системе с дискретными параметрами (рис.2), уравнение 

движения дыма, согласно [9], может быть записано в следующей форме: 

    etttтtta pgZQhQhpdtdQL    , 

где  aL  – акустическая масса [10];   tт Qh  и  tQh  – соответственно тепловые и гид-
равлические (вязкостные) потери по длине проточного тракта потери давления;  

gZt  – напряжение силы тяжести столба нагретого дыма. Воспользовавшись уравне-
ниями 00Z pgZp    и  tдeZ QHpp  , где  tд QH  – напорная характеристика 
дымососа, уравнение движения окончательно запишем в виде [10] 

  PQFdtdQL  tta ,                                                   (1) 
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где          ttтttдt QhQhQAQHQF   – напорная характеристика теплоподвода 
вертикальной камеры горения;   tQA  – давление подъемной силы и t0 ppP  . 

Построение напорной характеристики преобразования теплоты в напор потока 
 tQF  рассмотрено в [11]. 

Уравнение, выражающее закон сохранения массы, для вертикальной камеры го-
рения (рис.2) запишем в виде [12]: 21 dMdMdM  , где 1dM  – изменение массы хо-
лодного воздуха в объеме трубы 1V  и 2dM  – изменение массы дыма, образовавшегося 
после сгорания топлива, в объеме трубы 2V . Учитывая, что 

 dtQQdM ttвх0   ,                                                  (2) 

где вхQ  и tQ  – соответственно объемные расходы воздуха при температуре 0T , входя-
щего в трубу, и дыма при температуре T  после сгорания топлива на выходе из трубы. 

Используя соотношения 011 dVdM   и t22 dVdM  , уравнение (2) запишем в 
виде 

   tQt
dt

dV
dt

dV
tвх

t

0t

t

20
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1 Q  

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.                                    (3) 

Затем, используя формулы 2
00t cddp   и 2

ttt cddp  , определяющие вели-
чины скорости звука в объемах вертикальной трубы 1V  и 2V  соответственно при тем-
пературах 0T  и T , и учитывая, что dPdpt  , уравнение (3) запишем в форме [10] 

    tPQdtdPC ta ,                                                   (4) 

в котором 
21 aaa CCC  , 2

0t

1
a1 c

VC


 , 2
tt

2
a2 c

VC


 , а обращение функции  P  опре-

деляет зависимость гидропотерь в трубе перед сгоранием 2
вхдрQkP  , где дрk  – коэф-

фициент гидравлических потерь на входе в камеру горения. 
Из-за разрежения в вертикальной трубе (рис.2) выполняется соотношение 
dPdpt  , в результате которого в уравнении (3) слагаемые, представляющие расходы 

вхQ  и tQ , поменялись местами, что определяет структуру уравнения (4) и отражает 
особенность влияния запаздывания на автоколебания поющего пламени в рассматри-
ваемой установке (рис.2), которая в [13] оставалась неизвестной. 

Полученная динамическая система (1), (4) является системой с запаздывающим 
аргументом. Для построения ее фазовых траекторий воспользуемся адаптированным 
для дифференциально-разностных уравнений методом Эйлера с переменным шагом 
[14]. Однако удобно предварительно перейти к безразмерным переменным, полагая 

 tt QQx ,  PPy , tmtt  , tm  ,                                  (5) 

где tm   характерный масштаб времени (например c 1t m ), а параметры стационар-

ного режима 
tQ  и P  определяются из условий: 

0
tt
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В безразмерных переменных (5) динамическая система (1), (4) запишется в виде: 
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где       tt QFxQFxF~   безразмерная напорная характеристика теплоподвода вер-
тикальной камеры горения. 

 

 

Рисунок 3 − Решение системы уравнений (7) при 0 , иллюстрирующее 
устойчивость стационарного режима горения под разрежением 

 
Проведенный анализ динамической системы (7) показал (рис.3), что теплопод-

вод под разрежением в случае монотонно убывающей напорной характеристики  tQF  
полностью исключает возбуждение автоколебаний, обусловленных запаздыванием   
сгорания, которое составляет механизм Л.Крокко вибрационного горения. Если напор-
ная характеристика  tQF  седлообразная, то с увеличением тепловой нагрузки возрас-
тает амплитуда как релаксационных, так и гармонических и близких к ним автоколеба-
ний [5, 8]. 

Выводы. 
1. Теоретически установлено, что при седлообразной напорной характеристике 

теплоподвода  tQF  не зависящий от волнового сопротивления Z  предельный цикл 
релаксационных автоколебаний при сгорании под разрежением не зависит также от за-
паздывания   сгорания и увеличивается при повышении тепловой нагрузки. С ростом 
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Z  релаксационные автоколебания переходят в гармонические, амплитуда которых воз-
растает с увеличением  запаздывания   (рис.1). 

2. Автоколебания поющего пламени в вертикальной трубе, когда напорная ха-
рактеристика теплоподвода  tQF  является монотонно убывающей функцией, меха-
низмом запаздывания Л.Крокко под разрежением не возбуждаются. 

3. При напорном теплоподводе амплитуда автоколебаний поющего пламени оп-
ределяется следующими механизмами неустойчивости: запаздыванием сгорания и от-
рицательными гидравлическим и тепловым сопротивлениями. 
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АВТОКОЛЕБАНИЯ, ВОЗНИКАЮЩИЕ  
ИЗ-ЗА НЕУСТОЙЧИВОЙ РАБОТЫ НАСОСА  

ПРИ СКРЫТОЙ КАВИТАЦИИ ИЛИ ЕЕ ОТСУТСТВИИ 
 
Введение. Известно, что причиной возбуждения автоколебаний (помпажа) лопа-

стного нагнетателя является наличие на его напорной характеристике  QH  восходя-
щей ветви или петли гистерезиса, где Q  – объемный расход перемещаемой жидкости. 
Теория помпажа в компрессорах изложена в [1]. 

Согласно [2] в гидросистемах при кавитационных испытаниях лопастных насо-
сов в отсутствии восходящей ветви на характеристике  QH  перед срывом подачи воз-
буждались автоколебания неизвестной природы. Возникновение автоколебаний на-
блюдалось также при работе конденсатных насосов [3]. В системах подачи компонен-
тов топлива жидкостных реактивных двигателей, включающих шнеко-центробежные 
насосы, автоколебания возбуждаются при давлении на входе шнекового преднасоса, 
близкому к срывному [4] 

В монографиях [5-6] рассматривается неизвестный ранее нестационарный ре-
жим возбуждения кавитационных автоколебаний при работе шнеко-центробежного на-
соса. Согласно [5] амплитуда таких автоколебаний в большинстве случаев является по-
стоянной. Отличительной особенностью кавитационных автоколебаний является то, 
что их возбуждение не связано с работой лопастного насоса в области восходящей вет-
ви его напорной характеристики [5-6]. В [5] утверждается, что кавитационные автоко-
лебания не возбуждаются перед срывом подачи насоса, а возникают при отсутствии 
заметного падения напора на его кавитационной характеристике, т.е. при скрытой ка-
витации. Экспериментально в [7] установлено, что при скрытой кавитации работа цен-
тробежного насоса с монотонно убывающей напорной характеристикой  QH  является 
абсолютно устойчивой. Возбуждение автоколебаний при испытании такого насоса на-
блюдались только в области восходящих кавитационных разветвлений  h,QH   перед 
срывом подачи насоса. Природа экспериментально наблюдаемых автоколебаний со-
ставляет помпаж, поскольку в области восходящих разветвлений  h,QH   выполняет-
ся необходимое условие его возбуждения, определяемое неравенством 0 QH , а 
изменение автоколебаний зависит от волнового сопротивления Z  колебательного кон-
тура гидросистемы [7]. 

Постановка задачи. В данной работе определяются автоколебания, порождае-
мые механизмами неустойчивости, в основе которых лежит положительность потока 
акустической энергии 0A  при работе лопастного насоса в режиме скрытой кавита-
ции и при ее отсутствии. 

Результаты работы. Нестационарные движения жидкости в замкнутой гидро-
системе с дискретными параметрами при безкавитационной работе центробежного на-
соса с напорной характеристикой  QH  описываются следующей нелинейной авто-
номной динамической системой [8]: 

  PQF
dt
dQ

g
L




a ,   PQ
dt
dPgC  a ,                                   (1) 
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где 
g

ppP


eб  ,      QRQHQF  ,  QR  – гидравлические потери в трубопроводах 

колебательного контура с акустическими параметрами aL  и aC ,  ep  – давление в ем-
кости, расположенной на входе в гидросистему,  бp  – давление в напорной магистрали 
гидросистемы. Обращение зависимости  PQ вых  составляет характеристику сети 

 выхc QhP  , приключенной к колебательному контуру. 
Достаточным условием существования периодического решения в системе урав-

нений (1) является наличие предельного цикла в уравнении интегральных кривых 

 
  a

a2
C
Lm

PQF
PQ

dQ
dP





 ,                                                   (2) 

где gm 1 . 
Размеры предельного цикла уравнения (2) определяют амплитуды автоколеба-

ний давления и расхода как периодических решений системы уравнений (1). Характер 
зависимости данного предельного цикла от волнового сопротивления aa CLmZ   
иллюстрирован на рис.1. 

 

 
Рисунок 1 − Изменение предельного цикла уравнения интегральных кривых (2) 

в зависимости от волнового сопротивления 












см
м
3Z : а) 845 ; б) 7071 ; в)  13228  

 
При снижении волнового сопротивления Z  и достижении величины  ZZ  об-

разуется предельный цикл неизменной при дальнейшем уменьшении  ZZ амплитуды 
автоколебаний. Для образования условия, обеспечивающего постоянство амплитуды, 
необходимо, чтобы характеристика  QF  имела восходящую ветвь и была седлообраз-
ной (рис.1, а) при достаточной величине емкости aC  аккумулятора массы. 

Таким образом, кавитационные автоколебания, определяемые в [5-6], как несвя-
занные с восходящей ветвью напорной характеристики насоса не могут характеризо-
ваться постоянством амплитуды автоколебаний. 

При повышении величины Z  амплитуда автоколебаний помпажа возрастает, 
достигая максимума, а затем уменьшается. При этом форма автоколебаний переходит 
из изначально релаксационной в гармоническую, и в дальнейшем автоколебания исче-
зают вовсе (рис.1). 

На рис.2. изображены предельные циклы, когда характеристика  P  пересекает 
трансверсально (рис.2, а) и соответственно касательно (рис.2, б) характеристику  QF . 
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Рисунок 2 − Предельные циклы, когда характеристики  QH  и  Qhc :  

а) пересекаются в одной точке;  б) имеют общую часть 
 
Структура фазовых траекторий динамической системы (1), когда характеристи-

ки  QF  и  P  имеют три точки пересечения, приведена на рис.3. 
 

 
Рисунок 3 − Фазовые траектории при трех точках пересечения характеристик 

)Q(H и  Qhc  
 
Верхняя точка рассматриваемого пересечения (рис.3) является фокусом, средняя 

– узлом, а самая нижняя может быть фокусом или узлом. Крайние состояния равнове-
сия являются устойчивыми. Поэтому при возникновении возмущений наблюдается пе-
реход из режима большего расхода в режим наименьшего расхода. Помпаж как таковой 
в рассматриваемом случае не возбуждается [1]. 

При включении в гидросистему насоса объемного типа (рис.4, а) образуется ге-
нератор автоколебаний, амплитуды которых возрастают (рис.4, б). 

Условие положительности потока акустической энергии 0A  определяет меха-
низмы возбуждения автоколебаний, что следует из иерархии неравенств: 

0A     0н 
dQ

Qdh


  0
dQ

QdF , 0  0A .                            (3) 
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Из соотношений (3) определяется необходимое условие возбуждения автоколе-
баний помпажа   0dQQdF . 

 

 
Рисунок 4 − Схема гидравлического генератора автоколебаний – а) 

и его автоколебаний – б) 
 
Модели кавитационных автоколебаний, определяемые в [5, 6], также характери-

зуются условием 0A , но, кроме того, и условием   0dQQdH , как несвязанные с 
восходящей ветвью напорной характеристики  QH . Это, согласно (3), имеет место, 
когда   0dQQdF . Но при выполнении последнего неравенства система уравнений 
(1) не имеет периодических решений. Поэтому, модели кавитационных автоколебаний 
[5, 6], определяемые условием 0A  при монотонно убывающей напорной характери-
стике насоса, не приводят к появлению в уравнениях движения (1) периодических ре-
шений. В экспериментах [2], а также в многочисленных экспериментальных исследова-
ниях [7] насосов 2К-6 и 3К-9 в режимах скрытой кавитации обнаружить кавитационные 
автоколебания при монотонно убывающей напорной характеристике насоса не удалось. 

Выводы. 
1. Движение жидкости в гидросистеме (рис.1) осуществляется напором, а его 

характер изменения определяется напорной характеристикой  QF , составляющей за-
висимость напора от расхода жидкости Q  через колебательный контур гидросистемы. 

2. В области нисходящей ветви   0dQQdF  характеристики  QF  автоколе-
бания не самовозбуждаются, поскольку во всех точках стационарных расходов дости-
гается минимум потенциальной энергии потока, что обеспечивает согласно теореме Ла-
гранжа – Дирихле [9] устойчивость движения. 

3. Модели кавитационных автоколебаний, не связанные с восходящей ветвью 
напорной характеристики, являются нереализуемыми при работе лопастных насосов, 
т.к. в этом случае не выполняется необходимое условие образования предельного цик-
ла в уравнении интегральных кривых системы уравнений движения. 
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ДВИЖЕНИЯ ЧАСТИЦ  

В ВИХРЕВОМ АППАРАТЕ 
 

Введение. В производстве теплоизоляционных материалов находят широкое 
применение различные тепломассообменные аппараты, в частности вихревые, в 
которых осуществляются завершающие этапы технологии – сушка или обжиг 
мелкодисперсных частиц. 

Сушка материалов в вихревом аппарате происходит в период их витания в аппа-
рате в результате их взаимодействия с воздушными потоками. Очевидно, чем более 
длительный данный процесс, тем он эффективнее. 

Прямое экспериментальное изучение движения материалов в вихревых аппара-
тах осложняется нелинейностью и нестационарностью процесса. Однако характеристи-
ки траекторий движения частиц в вихревом аппарате могут быть определены путем 
численного моделирования с учетом имеющихся расчетных полей скоростей газовой 
фазы, полученных в предыдущем исследовании [1]. 

Постановка задачи. В процессе сушки диаметр частиц изменяется, что влияет 
на силу их взаимодействия с газовой фазой. Имеющиеся экспериментальные данные 
свидетельствуют об увеличении диаметра рассматриваемых частиц при увеличении 
температуры (рис.1). Таким образом, для определения траекторий вводимых частиц не-
обходимо одновременно рассчитывать их температуру. 
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Рисунок 1 – Зависимость диаметра частицы d от температуры Т 

 
Результаты работы. Расчет траектории движения частиц в разных условиях 

изучался многими авторами [2, 3]. В отличие от указанных работ в данной работе дви-
жение рассчитано для трехмерного поля скоростей, полученного в работе [1] для усло-
вий сушки в вихревом аппарате с учетом переменных размера частицы, ее плотности и 
массы. 

Предполагается, что частица падает вертикально вниз с начальной скоростью 
0v . При движении в аппарате на частицу действует сила 

sa FFF


 ,                                                            (1) 
состоящая из архимедовой силы 

gmmFa


)( * ,                                                         (2) 

где m  и *m  – масса частицы и вытесненного им воздуха, и силы сопротивления 

)(
2 rr

r
Rs vvvvSCF 




,                                           (3) 

где CR – коэффициент сопротивления,  S – сечение частицы,  r  – плотность частицы, 

rvv ,  – скорость частицы и газа соответственно. 
Отметим, что в случае, когда плотность частицы намного превышает плотность 

воздуха *mm  , архимедова сила сводится к силе тяжести. 
Уравнение движение частицы имеет вид: 

f
dt
vd 
 ,                                                                (4) 

где )/( *mmFf 


 и   – коэффициент присоединенной массы. 
Процесс нагрева частицы в предположении её сферичности описывается одно-

мерным уравнением диффузионного теплопереноса 



















r
Tr

rr
a

t
T 2

2

1 ,                                                   (5) 

где T  – температура, a  – коэффициент температуропроводности частицы, r  – рас-
стояние до её центра (радиальная координата). 

На границе частицы имеет место конвективная теплоотдача 
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)( gp TTq  ,                                                          (6) 

определяющая граничные условия для уравнения (5), где q  – плотность теплового по-
тока на границе частицы, pT  и gT  – температуры поверхности частицы и окружающей 
газовой фазы соответственно и   – коэффициент теплоотдачи. 

Коэффициент   зависит от диаметра частицы d и его удобно выразить через 
безразмерный критерий Нуссельта Nu: 

dNu e /  ,                                                         (7) 

где е  – эффективный коэффициент теплопроводности газа [2, 3], учитывающий тур-
булентный характер движения. Его значение выбирается, исходя из соотношения: 

egg C   ,                                                            (8) 

где С и g  – теплоемкость и плотность газа, а e  – эффективный коэффициент кинема-
тической вязкости, определяемый по трехпараметрической алгебраической модели 
турбулентности и газодинамической части расчета [1]. 

Движение частицы рассматриваем в цилиндрических координатах z,, . При 
этом уравнение (4) приобретает вид: 





f

v
dt

dv


2

,                                                          (9) 





f

vv
dt

dv
 ,                                                     (10) 

z
z f

dt
dv

 ,                                                            (11) 

где индекс у скорости и у удельной силы означает их компоненту в цилиндрических 
координатах. Для компонент скорости имеем: 

dt
dv 

  ,    
dt
dv   ,     

dt
dzvz  .                                        (12) 

Численно система уравнений (9)-(11) решалась методом Крамера-Эйлера. 

]/)[( 21 nnnnn fvtvv    ,                                                (13) 

]/[1 nnnnnn fvvtvv    ,                                               (14) 
n

z
n
z

n
z ftvv 1 ,                                                                    (15) 

11   nnn vt  ,                                                                 (16) 

)/( 111   nnnn vt   ,                                                      (17) 
11   n

z
nn vtzz ,                                                                   (18) 

где n  – номер временного слоя, а t  – шаг по времени. 
В качестве расчетной области, как и в работе [2], выбрана внутренняя часть ци-

линдра. При определении силы сопротивления (3) движения куска в газовом потоке 
предварительно вычисляется площадь его поперечного сечения 4/2dS   с использо-
ванием графической зависимости, заданной на рис.1. 

Для этого рассчитывается температура частицы с использованием явной разно-
стной схемы [3]: 

n
i

n
i TT 1          2

11 5,125,121 riTiTiTiat iii   ,                (19) 



Теплотехніка. Теплоенергетика 
 

 169

где t  и r  – шаг по времени и радиусу соответственно,  n  – номер временного слоя, а 
i  – номер пространственной ячейки (температуры вычисляются в центре ячеек). В ка-
честве температуры, определяющей диаметр частицы, выбирается средняя температура 
по всем ячейкам. 

Проведена серия тестовых расчетов модели, свидетельствующая о её качествен-
ной адекватности рассматриваемому процессу. 

Конкретная траектория частицы существенно зависит от места её попадания в 
объем вихревого аппарата и определяется, в основном, (помимо силы тяжести) вихре-
выми газовыми потоками. Так, увлекаясь газом, частица может совершать винтовое 
движение (рис.2) до момента её выхода из аппарата. Однако численные эксперименты 
показывают достаточно нерегулярный характер движения частиц. Так в расчетах на-
блюдались как траектории с участками стационарного витания (рис.3), так и достаточ-
но интересные варианты возможных движений частиц, как, например, вариант, пред-
ставленный на рис.4. Частица под действием силы тяжести и газовых потоков может в 
целом двигаться вниз, а затем, попадая в восходящие потоки, снова определенное вре-
мя двигаться в верхнем направлении. В конце концов, она всё же покидает объем аппа-
рата. 

Изучение большого количества результатов расчетов позволяет всё же (не смот-
ря на нерегулярность траекторий частиц) сделать качественный вывод о том, что в це-
лом частицы, которые попадают в вихревой аппарат ближе к боковой стенке, дольше 
витают в его объеме, а, следовательно, и дольше подвергаются сушке, что предпочти-
тельнее с технологической точки зрения. 

 

Рисунок 2 – Винтообразная траектория частицы 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

Рисунок 3 – Часть траектории квазистационарного витания частицы 
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Рисунок 4 – Сложная нерегулярная траектория частицы 
 
Выводы. В данной работе построена комплексная математическая модель дви-

жения частиц, подлежащих сушке в вихревом аппарате, с одновременным расчетом их 
температуры. 

Тестовые расчеты, проведенные по представленной модели, свидетельствуют о 
её качественной адекватности и возможности использования данной модели для расче-
та различных режимов сушки материалов в вихревых аппаратах. 
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