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Багатовимірні перетворення для нормалізації математичних моделей нелінійних
стохастичних диференціальних систем

ПРИХОДЬКО С.Б.

Національний університет кораблебудування імені адмірала Макарова

Запропоновано будувати математичні моделі (стохастичні диференціальні рівняння) нормалізованих вхід-
них і вихідних випадкових сигналів нелінійних стохастичних диференціальних систем на основі багатови-
мірних перетворень.

Предложены методы построения математических моделей (стохастических дифференциальных уравне-
ний) нормализованных входных и выходных случайных сигналов нелинейных стохастических дифферен-
циальных систем на основе применения многомерных преобразований.

The methods of construction of mathematical models (stochastic differential equations) of normalised input and
output random signals of nonlinear stochastic differential systems based on the uses of the multivariate transfor-
mations are proposed.

Стохастичною диференціальною системою
(СДС) називають таку систему, поведінка якої опису-
ється стохастичним диференціальним рівнянням (СДР)
[1, 2]. При моделюванні нелінійних СДС і в першу чер-
гу при вирішенні задач ідентифікації таких систем шу-
кають можливість застосування добре розроблених кла-
сичних методів, в тому числі і методів теорії стохастич-
них лінійних систем. Це веде до необхідності нормалі-
зації стохастичної системи, тобто переходу до такої
системи (нормальної системи), у якої розподіли вхідно-
го і вихідного сигналів є нормальними. Таким чином,
виникає проблема нормалізації нелінійних стохастич-
них систем, тобто проблема знаходження прийнятних
нормальних моделей для даних систем [2].

Зараз, як правило, ця проблема вирішується або
за рахунок методів лінеаризації, або шляхом застосу-
вання припущення про нормальність сигналів у системі.
Такі рішення можуть застосовуватися лише тоді, коли
закони розподілів сигналів у системі – компоненти век-
тора ( ) { }T

nxxxt ,,, 21 K== xx  – незначно відрізняють-
ся від нормальних, а нелінійності є несуттєвими. У разі,
коли це не так, можуть використовуватися методи, які
базуються на побудові СДР для нормалізованих випад-
кових процесів (сигналів) – компонент вектора
( ) { }Tnzzzt ,,, 21 K== zz  – на основі застосування од-

новимірного перетворення Джонсона [3]. В цій роботі
для нормалізації математичних моделей (СДР) неліній-
них СДС пропонується використовувати і багатовимірні
перетворення.

Сама ідея переходу від нелінійного СДР до СДР
певного спеціального класу на основі багатовимірного
перетворення не є новою.  В [4] було представлено уза-
гальнення запропонованого в [5] багатовимірного пере-
творення для переходу від нелінійного СДР з коефіцієн-
том дифузії, який залежить від вектора стану, до такого
СДР, де цей коефіцієнт від перетвореного вектора стану
вже не залежить. Використання подібного перетворення
для побудови СДР для нормалізованих випадкових про-
цесів нелінійних СДС дозволить спростити рішення
задач ідентифікації нелінійних СДС так само, як це було
зроблено в [6, 7].

Тому метою роботи, по-перше, є подальший
розвиток підходу переходу від нелінійного СДР до СДР
певного класу на основі узагальненого багатовимірного

перетворення та формули стохастичного диференціалу,
який дозволяє отримувати СДР для нормалізованих
випадкових процесів, а, по-друге, запропонувати бага-
товимірні перетворення для такого переходу.

Постановка задачі. Нехай )(tx  є рішенням СДР
)(),(),( tdtdttd WxGxfx +=                 (1)

на [ ]T,0=D  з початковою умовою нx =)0( .
Тут nt R)( Îx , nt R),( Îxf , nR – n -мірний (дій-

сний) евклідів простір, mnt ´ÎR),(xG  – матрична фун-

кція розміру )( mn ´ , mt R)( ÎW  – m -мірний стандар-
тний вінеровський процес, компонентами якого є неза-
лежні стандартні (скалярні) вінеровські процеси, а

nt R)( Îн  – випадковий вектор початкових умов.
Нехай існує взаємно-однозначне багатовимірне

перетворення
( )xшz =                                    (2)

таке, що ( ) nRÎxш , функція ( )xш  неперервно диферен-
ційована на D  за t , двічі неперервно диференційована
за x .

Нехай існує зворотне до (2) перетворення
( )zшx 1-=                                    (3)

таке, що функція ( )zш 1-  неперервно диференційована
на D  за t , двічі неперервно диференційована за z .

Потрібно здійснити перехід від нелінійного СДР
(1) до СДР для z  на основі перетворення (2), тобто по-
будувати таке нормалізоване СДР, яке би дозволяло
здійснювати зворотній перехід до (1).

Рішення задачі. Можливі два випадки: перший,
нормалізоване СДР є лінійним, а другий – нелінійним.
Розглянемо перший випадок, коли ми отримуємо ліній-
не нормалізоване СДР.

Твердження 1. Нехай існують перетворення (2) і
(3) та виконуються умови теореми про існування рі-
шення СДР (1). Нехай компонента ( )tz1  вектора ( )tz  є
стаціонарним центрованим випадковим процесом зі

спектральною щільністю ( ) ( )
( ) 2
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Тоді )(tz  задовольняє системі з n лінійних СДР
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( ) ( ) ( )tdwdtttd BzAz += , ( ) ( )ншz =0 ,            (4)
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Доведення. За умовою функція ( )zш 1-  непере-
рвно диференційована на D  за t , двічі неперервно ди-
ференційована за z  і виконуються умови теореми про
існування рішення СДР (1). Тоді за теоремою про фор-
мулу Іто для компонент ( )zшx 1-=  можуть бути побу-
довані відповідні стохастичні диференціали. Враховую-
чи, що ( )xшz = , для k-ої компоненти x  стохастичний
диференціал можна записати як

( )
( )

+
ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é

¶

¶
+

¶
¶

+
¶

¶
=

=

---
dt

t
dx kTkk

k
xшz

B
z

шBxAш
z

шш
2

1211

2
1

( )
)(

1
tdk WB

z
ш

xшz=

-

¶
¶

+ . (7)

Порівнюючи (7) з коефіцієнтами зсуву і дифузії
у (1) остаточно отримуємо вирази (5) і (6).■

Твердження 1 визначає необхідні та достатні
умови переходу від СДР (1) до (4).  Або іншими слова-
ми, визначає нелінійне СДР (1), для якого можна побу-
дувати лінійну математичну модель нормалізованого
сигналу – систему лінійних СДР (4). При чому, СДР (1)
розглядається в розумінні Іто. Якщо СДР (1) розглядати
у розумінні Стратоновича, то в виразі для коефіцієнту
зсуву ),( tfk x  буде відсутній останній доданок.

Твердження 2. Нехай виконуються умови твер-
дження 1. Тоді
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Доведення. За умовою функція ( )xш  неперервно
диференційована на D  за t , двічі неперервно диферен-
ційована за x  і виконуються умови теореми про існу-
вання рішення СДР (1).  Тоді за теоремою про формулу
Іто для компонент ( )xшz =  можуть бути побудовані
відповідні стохастичні диференціали. Враховуючи, що

( )zшx 1-= , для k-ої компоненти z  стохастичний дифе-
ренціал можна записати як
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Порівнюючи (10) з коефіцієнтами зсуву і дифузії
у (1) остаточно отримуємо вирази (8) і (9).■

Зрозуміло, що можливий випадок, коли не вда-
ється перейти від СДР (1) до (4). Розглянемо цей випа-
док, коли ми отримуємо нелінійне нормалізоване СДР.

Твердження 3. Нехай існують перетворення (2) і
(3) та виконуються умови теореми про існування рі-
шення СДР (1). Тоді )(tz  задовольняє наступному СДР

( )( ) ( )( ) )(,, 11 tdtdttd Wzшуzшхz -- += , ( ) ( )ншz =0 , (11)
де
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Доведення. За умовою функція ( )xш  неперервно
диференційована на D  за t , двічі неперервно диферен-
ційована за x  і виконуються умови теореми про існу-
вання рішення СДР (1).  Тоді за теоремою про формулу
Іто для компонент ( )xшz =  можуть бути побудовані
відповідні стохастичні диференціали. Враховуючи, що

( )zшx 1-= , для k-ої компоненти z  стохастичний дифе-
ренціал можна записати як
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Остаточно на основі (12) записуємо СДР (11).■
Твердження 3 дозволяє за нелінійним СДР (1)

побудувати математичну модель нормалізованого сиг-
налу –  СДР (11).  При чому,  СДР (1)  розглядається в
розумінні Іто.  Якщо СДР (1)  розглядати у розумінні
Стратоновича,  то в виразі для коефіцієнту зсуву СДР
(11) буде відсутній останній доданок.
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У разі,  коли нам відомо як СДР (1),  так і СДР
для нормалізованого сигналу (4), то при певних умовах
можна знайти і перетворення (2).

Припущення 1. Припустимо що існують нену-
льові елементи ijg  матриці ),( txG , тобто

0)( ¹xijg , ni ,,2,1 K= , mj ,,2,1 K= .
Припущення 2. Припустимо що для кожного i

існує тільки одне ijg  як функція одної і тільки одної
компоненти ix , тобто

)()( iijij xgg =x , ni ,,2,1 K= , mj ,,2,1 K= .
Твердження 4. Нехай виконуються припущення

1 і 2 та виконуються умови теореми про існування рі-
шення СДР (1), а )(tz  задовольняє системі з n лінійних
СДР (4). Тоді

( ) ò=y = 1)(11 xx
ij

k
xg

dxb
x , nik ,,2,1, K= , mj ,,2,1 K= . (13)

Доведення. За умовою функція ( )xш  неперервно
диференційована на D  за t , двічі неперервно диферен-
ційована за x  і виконуються умови теореми про існу-
вання рішення СДР (1).  Тоді за теоремою про формулу
Іто для компонент ( )xшz =  можуть бути побудовані
відповідні стохастичні диференціали. Для k-ої компоне-
нти z  стохастичний диференціал можна записати як
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Порівнявши коефіцієнти дифузії в (4) і (14) та
враховуючи припущення 1 і 2 отримуємо

kiij
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Ділимо (15) на )( iij xg , множимо частини (15) на

dx  та беремо інтеграл
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і остаточно отримуємо формулу (13). ■
Кожна наступна компонента функції ( )xш  зна-

ходиться як похідна за часом від попередньої.
Для того щоб скористатися (13) навіть у пооди-

ноких випадках треба знати СДР (1), яке не завжди ві-
домо. Для побудови СДР (1) може бути використаний
метод структурної ідентифікації нелінійних СДС на
основі математичних моделей нормалізованих сигналів
[7], який базується на одновимірному перетворенні
Джонсона. В цій роботі розглядається можливість вико-
ристання і багатовимірного перетворення Джонсона.

Багатовимірне перетворення Джонсона запису-
ється як [8]

( )[ ]j-+= - xлзhгz 1 ,                      (16)

де ( )[ ] ( ) ( ){ }Tnn
T

n yhyhyy ,,,, 111 KK =h ; ( )×ih  –  функ-
ція для одновимірного перетворення Джонсона для i -
ой компоненти; г , з , j  и л  – параметри розподілу

Джонсона, ( )Tngg= ,,1 Kг , ( )ndiag hh= ,,1 Kз ,

( )Tnjj=j ,,1 K , ( )ndiag ll= ,,1 Kл .

Для прикладу розглянемо СДР мовного сигналу )(tx [3]
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де ( ) lj-= xx ; )(tn  – білий шум.
Відповідне СДР для нормалізованого сигналу )(tz

( )tnDbzbzz zzzzz a=+a+ 22 2&&& .               (18)
При чому, )(tz  – це випадковий процес з нормальним
розподілом, який пов'язаний з )(tx  перетворенням
Джонсона із сім’ї US

( )xz Arshh+g= ,                          (19)
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Спектральна щільності має вигляд
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де zD  – дисперсія )(tz ; 222
zzzb b+a= ; za  і zb  – відпо-

відно коефіцієнт загасання і середня частота кореляцій-
ної функції )(tz .

Позначимо ( )txx =1  і )(2 txx &=  та перетворимо
СДР (17) в систему СДР

21 xx =& ;

( ) ( ) -a-+a
h
l

= 2
2

2 212 xtnxDbx zzzz&

( )( ) ( )2

2
222

1
1Arsh

x
xxxxbz

+l
+÷

ø
ö

ç
è
æ +

h
l

h+g- .

Позначимо ( )tzz =1  і ( )tzz &=2  та перетворимо
СДР (18) в систему СДР

( ) .22

;

1
2

22

21

zbztnDbz

zz

zzzzz -a-a=

=

&

&

Використавши (19) запишемо компоненти перетворень
(2) і (3)

( )xz Arsh1 h+g= ;
12

2
2

+l

h
=

x

xz ;               (20)

)(1 zshx l+j= ; ( )zchzx 22 h
l

= ,                    (21)

де ( ) lj-= 1xx ; ( ) hg-= 1zz .
Врахувавши (20) і (21) для (5) і (6) легко визна-

чити, що нелінійне СДР (17) може бути перетворено в
лінійне СДР (18) для нормалізованого випадкового про-
цесу ( )tz . Коефіцієнти цього нормалізовано СДР знахо-
дяться за формулами (8) і (9). Може бути також визна-
чено і перетворення (2), за допомогою якого здійсню-
ється нормалізація нелінійного СДР (17). Для цього
скористаємося формулою (13) і отримуємо

( )
( )

1ln
12

2 2

2
11 ++h=ò

+a
h
l

a
=y xx

xDb

dxDb
x

zzz

zzz .

Друга компонента функції ( )xш  знаходиться як похідна
за часом від попередньої. До компоненти ( )11 xy  потрі-
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бно ще додати зсув g . Тоді остаточно отримуємо ком-
поненти (20) багатовимірного перетворення Джонсона.

Висновки

Отримав подальший розвиток підхід переходу від
нелінійного СДР до СДР спеціального класу на основі
узагальненого багатовимірного перетворення та формули
стохастичного диференціалу, який дозволяє отримувати
СДР для нормалізованих випадкових процесів. Для здій-
снення такого переходу запропоновано використовувати
багатовимірне перетворення Джонсона. Отримані необ-
хідні та достатні умови переходу від нелінійного СДР до
лінійного СДР для нормалізованого процесу. В подаль-
шому планується вести дослідження в напрямку пошуку
інших типів багатовимірних перетворень для нормаліза-
ції математичних моделей нелінійних СДС.
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Технология вейвлет – обработки сложных процессов

СЕРАЯ О.В., КЛИМЕНКО Т.А.

Украина, Национальный технический университет
«Харьковский политехнический институт»

Сформулирована задача разработки технологии получения аналитического описания сложных процессов.
Представлена единообразная методология, учитывающая теоретические ограничения, возникающие при
обработке реальных сигналов и функций.

Сформульована задача розробки технології отримання аналітичного опису складних процесів. Представ-
лено єдиноподібна методологія , яка враховує теоретичні обмеження, які виникають при обробці реальних
сигналів та функцій.

The task which consists in the development of the technologies of getting the difficult processes’  analytical
description is formulated. The uniform methodology which takes into account the theoretical limitations that
appear at the treatment of real signals and functions is presented.

Введение. Практические задачи прикладных
наук, в частности, радиотехники и связи, теории
управления, экономики, социологии и т.д. требуют
решения актуальной проблемы достаточно точного и
одновременно простого в реализации представления
сложных процессов. Серьёзные достижения в решении
этой проблемы связаны с возможностями разложения
функций в ряд Тейлора, использованием полиноми-
альных аппроксимаций (в  том числе и ортогональны-

ми многочленами), а также представлением функций
рядами Фурье. К сожалению, в последние годы стало
очевидно, что традиционный и наиболее мощный из
перечисленных аппарат описания произвольных
функций в виде рядов Фурье оказывается малоэффек-
тивным для функций с локальными особенностями,
что связано с рядом принципиальных недостатков
технологии, использующей преобразование Фурье. К
их числу относятся:

http://portal.acm.org/author_page.cfm?id=81100464850&coll=GUIDE&dl=GUIDE&trk=0&CFID=37532944&CFTOKEN=60011433
http://portal.acm.org/author_page.cfm?id=81100464850&coll=GUIDE&dl=GUIDE&trk=0&CFID=37532944&CFTOKEN=60011433
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