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Моделювання впливу похибок форми опорних поверхонь гідростатичного
підшипника на статистичні характеристики траєкторій шпинделя
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В роботі досліджено закономірності формування статистичних характеристик траєкторій шпинделя на гід-
ростатичних опорах залежно від похибок форми та температурних деформацій опорних поверхонь підши-
пника. За результатами чисельного моделювання встановлено вплив похибок форми опорних поверхонь
гідростатичного підшипника на статистичні характеристики радіус-вектора траєкторій шпинделя при
варіюванні величинами частоти обертання шпинделя та тиску робочої рідини в передній гідростатичній
шпиндельній опорі прецизійного токарного верстата.

В работе исследованы закономерности формирования статистических характеристик траекторий шпинде-
ля на гидростатических опорах в зависимости от погрешностей формы и  температурных деформаций
опорных поверхностей подшипника. В результате численного моделирования установлено влияние по-
грешностей формы опорных поверхностей гидростатического подшипника на статистические характери-
стики радиус-вектора траекторий шпинделя при варьировании величинами частоты вращения шпинделя и
давления рабочей жидкости в передней гидростатической шпиндельной опоре прецизионного токарного
станка.

In this paper were researched laws formation of the statistical characteristics of the trajectories movement of the
spindle mounted on hydrostatic bearings depending on the form errors, temperature deformations support surfaces
of the bearing. As a result of numerical simulation determined the influence of form variation the bearing surfaces
of the hydrostatic bearing on the statistical characteristics of the radius-vector trajectories of spindle at a variation
of the values of spindle rotation frequency and working fluid pressure in the front hydrostatic bearing of the preci-
sion turning machine.

Постановка проблеми. Шпиндельний вузол
(ШВ) є одним з найбільш відповідальних формоутво-
рюючих вузлів будь-якого верстата. Забезпечення висо-
кої швидкохідності, підвищеної жорсткості, теплостій-
кості, мінімальних втрат на тертя, високої точності
обертання, заданого ресурсу роботи ШВ в значній мірі
залежить від шпиндельних опор [1].

Застосування у ШВ гідростатичних опор (ГСО)
регульованого типу є ефективним напрямком підви-
щення точності верстатів, що забезпечує розширення їх
технологічних можливостей, підвищення продуктивно-
сті обробки на основі високошвидкісних конструктив-
них виконань опор та зниження експлуатаційних витрат
завдяки регулюванню геометричних, експлуатаційних
параметрів ГСО залежно від характеру технологічного
навантаження [2].

Основним вихідним параметром точності ШВ є
траєкторії руху фіксованих точок, розташованих на до-
поміжних базах шпинделя, що визначають положення
різального інструменту або пристрою із закріпленою
заготовкою [3]. Траєкторії руху шпинделя формуються
під дією сукупності факторів детермінованого та стохас-
тичного характеру. Тому найбільш повною і достовірною
є ймовірнісна оцінка точності ШВ на основі дослідження
статистичних характеристик траєкторій шпинделя. Ста-
тистичний аналіз параметрів траєкторій в комплексі зі
спектральним аналізом їх частотного складу дозволить
детально оцінити вплив на точнісні показники ШВ прак-
тично кожного з діючих факторів.

Аналіз досліджень і публікацій. Слід зазначи-
ти, що загальним недоліком існуючих аналітичних
підходів до аналізу динаміки ШВ з ГСО є значне спро-
щення розрахункової моделі стосовно геометрії спря-
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жених поверхонь, пружних, температурних деформацій
елементів опори, властивостей, режимів течії робочої
рідини тощо. Це приводить до появи похибок розрахун-
ку експлуатаційних параметрів ГСО в межах до 50-
200% [2]. Похибки форми спряжених поверхонь ГСО
суттєво впливають на витратні характеристики опор,
несучу здатність [2,  4],  жорсткість [5]  та вихідну точ-
ність обертання шпинделя [6, 7]. Незважаючи на значну
кількість робіт присвячених дослідженню впливу від-
хилень форми опорних поверхонь на вихідні характери-
стики ГСО практично всі вони мають спільний недолік:
опорні поверхні ГСО переважно ідеалізуються або
враховується окремий вплив відхилень форми, переко-
су, пружних, температурних деформацій опорних пове-
рхонь. Такі підходи не дозволяють адекватно, в умовах
максимально наближених до реальних умов експлуата-
ції визначити вихідні показники точності ШВ, оскільки
реальний профіль опорних поверхонь шпиндельних
ГСО містить сукупність відхилень форми та змінюється
під дією пружних і температурних деформацій, котрі
мають випадковий характер та здійснюють одночасний
вплив на вихідні показники точності ШВ. В роботі [2]
детально описано особливості формування похибок
форми, перекосу, пружних деформацій опорних повер-
хонь ГСО та їх одночасний вплив на несучу здатність,
радіальну жорсткість ШВ, проте не показано безпосере-
дній вплив геометричних відхилень форми опорних
поверхонь на показники точності ШВ.

Метою роботи є встановлення закономірностей
впливу на статистичні характеристики траєкторій пере-
міщення шпинделя на ГСО похибок форми та темпера-
турних деформацій опорних поверхонь ГСО.

Виклад основного матеріалу. Основою для те-
оретичного аналізу просторового руху шпинделя на
ГСО є метод траєкторій [2], заснований на спільному
чисельному інтегруванні системи рівнянь гідродинамі-
ки мастильного шару і рівнянь руху шпинделя. Такий
підхід дозволяє моделювати реальну динамічну поведі-
нку шпинделя, враховуючи одночасний вплив неліній-
них реакцій мастильного шару, експлуатаційних пара-
метрів ГСО, силових технологічних навантажень тощо.
В роботі [8] розроблено математичну модель траєкторій
руху шпинделя прецизійного токарного верстата
УТ16А, що дозволяє визначити положення шпинделя
при одночасному врахуванні впливу конструктивних
параметрів, похибок форми, температурних деформацій
опорних поверхонь підшипника, випадкового характеру
експлуатаційних параметрів ГСО та технологічних нава-
нтажень. Для описання зміщень шпинделя в площині,
перпендикулярній його геометричній осі запропоновано
систему диференційних рівнянь:
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де тут і далі, χс, χR, χP, χG – коефіцієнти приведення сил
та маси до зони різання; FCx, FCy, Px, Py , Fpry, Fprx – прое-
кції на осі OX та OY відповідно відцентрової сили інер-
ції, складових зусилля різання та зусилля з боку приво-
ду головного руху,  Н;  Rx,  Ry – проекції рівнодіючої
реакцій у ГСО, Н.

Функція розподілу тиску на опорній частині
ГСО безпосередньо залежить від радіального динаміч-
ного зазору h(j), який при одночасному врахуванні

похибок форми та зміщень опорних поверхонь, зумов-
лених їх пружними та температурними деформаціями в
роботах [9, 10] описано залежністю:
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ТΔrm - математичні сподівання величини
зміщення радіальної координати профілю опорних пове-
рхонь гідростатичної втулки та шпинделя відповідно,
обумовлені температурними деформаціями при певній
усталеній температурі, мкм; δ0 – радіальний статичний
зазор в опорі, мкм; ш
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амплітуди та початкові фази гармонік рядів Фур’є,  які
описують відхилення опорних поверхонь гідростатич-
ної втулки та шпинделя відповідно, мкм та (0); N та Q –
кількість значимих гармонік профілю опорних повер-
хонь гідростатичної втулки і шпинделя.

Математичні сподівання величини зміщення
радіальної координати ( )вт

ТΔrm , ( )ш
ТΔrm  профілю опорних

поверхонь визначали за результатами чисельного моде-
лювання засобами САЕ-системи SolidWorks Simulation за
методикою, наведеною в роботі [9].

У загальному випадку, враховуючи нелінійність
та випадковий характер складових, що входять до пра-
вих частин рівнянь, система (1) не має аналітичного
розв’язку. Для чисельного моделювання траєкторій
руху шпинделя застосовано статистичне моделювання
методом Монте-Карло [3, 10].

Одним із суттєвих факторів, що впливає на точ-
ність обертання шпинделя є його неврівноваженість,
обумовлена технологічними та експлуатаційними чин-
никами. Зокрема, внаслідок неоднорідності матеріалу,
технологічних похибок виготовлення шпинделя та
деталей (шківи, шестерні, підшипники тощо), які на
ньому встановлюються, виникатиме зміщення осі інер-
ції відносно геометричної (ідеальної) осі шпинделя,
наслідком чого є наявність дисбалансу. Експлуатацій-
ними причинами виникнення дисбалансу шпинделя є
неврівноваженість технологічного оснащення, інстру-
менту або заготовки, які закріплюються на (в) шпинде-
лі. Найбільш несприятливим є дисбаланс, зумовлений
неврівноваженістю оброблюваної заготовки, оскільки
його величина в межах партії заготовок є суттєво випа-
дковою і практично не прогнозованою, особливо при
чорновій обробці заготовок, отриманих способами з
низькою точністю. Таким чином, можна зробити висно-
вок, що дисбаланс шпинделя завжди існує і безпосеред-
ньо впливає на точність його обертання.

Переміщення шпинделя в площині, ортогональ-
ній його осі можна описати в декартовій системі сукуп-
ністю координат послідовних положень шпинделя x(τj),
y(τj)  в даний момент часу τj або радіус-вектором
( ) ( ) ( )j2

j
2 τyτхR +=j j

 в полярній системі координат [2].

Описання переміщень шпинделя за допомогою радіус-
вектора є зручним з точки зору подальшого аналізу
методами спектрального аналізу на основі інтегрально-
го перетворення Фур’є.

Попередніми дослідженнями [2, 11] встановле-
но, що робочий процес коливань шпинделя на ГСО є
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стаціонарним та ергодичним процесом, який має яскра-
во виражений стохастичний характер у всіх діапазонах
варіювання експлуатаційних параметрів та технологіч-
них навантажень. Причому закон розподілу випадкової
величини коливань шпинделя наближений до нормаль-
ного. Тому оцінювання параметрів траєкторій руху
шпинделя здійснено за статистичними характеристика-
ми радіус-вектора R: математичним сподіванням mR,
середньоквадратичним відхиленням (СКВ) σR, асимет-
рією АR та ексцесом ЕR розподілу величини радіус-
вектора траєкторій.

Математичне сподівання mR та СКВ σR величини
радіус-вектора траєкторій визначають зміщення та
розсіювання положення шпинделя і характеризують
точність номінального розміру оброблюваної поверхні.

Асиметрія АR та ексцес ЕR  визначають скоше-
ність та крутість кривої розподілу величини радіус-
вектора траєкторій та характеризують ступінь наближе-
ності кривої розсіювання положень радіус-вектора до
нормального закону розподілу.

При моделюванні траєкторій прийнято наступні
сталі параметри: ГСО чотирьохкарманна, радіальний
статичний зазор δ0=30 мкм, діаметр опорної шийки
шпинделя Dш=80 мм, статичний дисбаланс

Dст=4360·10-6 кг·м, глибина різання tn=0,6 мм, подача
S0=0,115 мм/об, діаметр заготовки D=72 мм, коефіцієнт
динамічної в’язкості рідини μ=10 мм2/с, температура
Т=250С. Похибки форми опорних поверхонь ГСО при
визначенні функції зазору h(φ) враховано наступним
чином: допуски круглості втулки вт

крТ =5 мкм, шпинделя
ш
крТ =3 мкм, температурні деформації опорних повер-

хонь втулки ( )вт
ТΔrm =0,2 мкм, шпинделя ( )ш

ТΔrm =0,1 мкм.
Амплітуди суттєвих гармонік рядів, які характеризують
відхилення опорної поверхні шпинделя ш

4-2A =(1; 0,25;

0,15), втулки в
8-1A =(5; 2,5; 1,0; 1,6; 0,6; 0,5; 0,4; 0,8)

прийнято за рекомендаціями робіт [2, 12].
При оцінці впливу тиску в карманах ГСО на точ-

ність ШВ, здійснювали чисельне моделювання траєкто-
рій руху шпинделя при номінальній частоті обертання
шпинделя n=1500 хв-1, для величин тиску рк1=1  –  5
МПа,  з інтервалом 1  МПа.  На рис. 1. наведено статис-
тичні характеристики траєкторій шпинделя залежно від
тиску в карманах ГСО з ідеалізованою формою та з
відхиленнями форми опорних поверхонь.

а) б) в)
Рис. 1 Математичне сподівання а) СКВ б) величини радіус-вектора траєкторій, асиметрія АR та ексцес ЕR кривої

розподілу в) при варіюванні тиском в карманах ГСО (штрихова лінія - ідеалізована форма опорних поверхонь ГСО)

Аналіз наведених на рис. 1 залежностей свідчить,
що збільшення тиску в карманах ГСО з 1 МПа до 3 МПа
сприяє підвищенню точності обробки, що проявлялося
у зменшенні математичного сподівання mR радіус-
вектора траєкторій шпинделя з ідеалізованою формою
опорних поверхонь – на 30%, з похибками форми опор-
них поверхонь – на 20%. Математичне сподівання вели-
чини радіус-вектора траєкторій шпинделя з ідеалізова-
ною формою опорних поверхонь в 1,2 – 1,4 рази менше
порівняно зі шпинделем, ГСО якого мають геометричні
відхилення опорних поверхонь. На величину СКВ
радіус-вектора траєкторій шпинделя відхилення фор-

ми опорних поверхонь ГСО практично не впливають
(див. рис. 1, б).  А залежність σR від тиску в карманах
ГСО має екстремальний характер аналогічний залеж-
ності mR траєкторій шпинделя з ідеалізованою формою
опорних поверхонь ГСО.

Для аналітичного опису реалізацій радіус-вектору Rі
використовувалася інтерполяція його дискретних зна-
чень кубічними сплайнами засобами пакету MathCAD.
За результатами математичного опису форми траєкторій
рядом Фур’є, із застосуванням загальноприйнятих ме-
тодик [2] здійснено їх спектральний аналіз (рис. 2).

а) б)

мкммкм
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в) г)
- - - - - ідеалізована форма опорних поверхонь ГСО;              - з відхиленнями форми опорних поверхонь ГСО

Рис. 2 Типові спектри а), б) та математичні сподівання в), г) амплітуд гармонік №1-8 спектрів траєкторій
руху шпинделя при варіюванні тиском в карманах ГСО (номер кривої відповідає номеру гармоніки спектру)

Наведені на (рис.  2.,  в,  г) залежності математичних
сподівань амплітуд суттєвих гармонік спектрів траєкто-
рій шпинделя при варіюванні тиском в карманах ГСО
також відображають екстремальний характер залежнос-
ті статистичних характеристик траєкторій шпинделя від
тиску в карманах ГСО.

Дослідження впливу частоти обертання шпинделя на
точність ШВ здійснювали шляхом чисельного моделю-
вання траєкторій руху шпинделя при значеннях конструк-
тивних та експлуатаційних параметрів ШВ, аналогічних

прийнятим в досліджені траєкторій при варіюванні тиском
в карманах ГСО. Значення частоти обертання шпинделя
змінювали в межах від 600 хв-1 до 2400 хв-1. Тиск робочої
рідини в карманах ГСО прийнято постійним рк=3 МПа.
Статистичні характеристики траєкторій при варіюванні
частотою обертання шпинделя на ГСО з ідеалізованою
формою та з відхиленнями форми опорних поверхонь
наведено на рис. 3. Результати спектрального аналізу
траєкторій радіус-вектора шпинделя при зміні його часто-
ти обертання приведено на рис. 4.

а) б) в)

Рис. 3 Математичне сподівання а) СКВ б) величини радіус-вектора траєкторій, асиметрія АR та ексцес ЕR кривої
розподілу в) при зміні частоти обертання шпинделя (штрихова лінія - ідеалізована форма опорних поверхонь ГСО)

а) б)

мкммкм



Сапон С. П.

Ó Сапон С. П.                                                                                                                                      .Мат. мод. № 1 (32), 2015

84

в) г)
- - - - - ідеалізована форма опорних поверхонь ГСО;                   - з відхиленнями форми опорних поверхонь ГСО

Рис. 4 Типові спектри а), б) та математичні сподівання в), г) амплітуд гармонік №1-8 спектрів траєкторій
руху шпинделя при варіюванні частотою обертання шпинделя (номер кривої відповідає номеру гармоніки спектру)

Аналіз залежностей на (рис. 3) свідчить, що при
збільшенні частоти обертання шпинделя в діапазоні від
600хв-1 до 1200–1400 хв-1 при постійному статичному
дисбалансі Dст=4360·10-6 кг·м,  тиску в карманах ГСО
рк=3 МПа спостерігається зниження на 12% математич-
ного сподівання величини радіус-вектора траєкторії
шпинделя, тобто відбувається зміщення шпинделя в
напрямку геометричного центру ГСО. Це пояснюється
зниженням величини складових сили різання при збі-
льшенні швидкості різання V. Зростання mR в діапазоні
n=1500 –2400 хв-1,  а σR в усьому діапазоні варіювання
частоти обертання шпинделя пояснюється зростанням,
на фоні подальшого зменшення величини складових
сили різання, впливу відцентрової сили інерції, зумов-
леної наявністю статичного дисбалансу. Ця сила пропо-
рційна квадрату кутової швидкості ω обертання шпин-
деля, що обумовлює відповідне збільшення ексцентри-
ситету обертання шпинделя та віброактивності шпинде-
льного вузла.

Для ГСО з ідеалізованою формою опорних пове-
рхонь математичне сподівання величини радіус-вектора
mR в діапазоні n=1500–2400 хв-1, зростає в 1,85 рази, в той
час як при врахуванні похибок форми опорних поверхонь
ГСО mR в цьому ж діапазоні швидкостей зростає в 1,4
рази. Загалом, зі збільшенням частоти обертання шпин-
деля різниця значень mR для ГСО з відхиленнями форми
та ідеалізованою формою опорних поверхонь зменшуєть-
ся з 40% при n=600 хв-1 до 8% при n=2400 хв-1. Це пояс-
нюється тим, що зі зростанням частоти обертання шпин-
деля, при наявності дисбалансу, збільшується гідродина-
мічна складова реакції мастильного шару, під дією якої
вісь шпинделя зміщується до центру підшипника. В
результаті цього радіальний зазор, тиск в карманах ГСО
стають більш рівномірними і вплив відхилень форми

опорних поверхонь на величину реакцій мастильного
шару знижується. Відхилення форми опорних поверхонь
ГСО на величину σR впливають при частоті обертання
понад 1500 хв-1, при цьому зі зростанням частоти обер-
тання вплив похибок форми опорних поверхонь на СКВ
радіус-вектора стає суттєвішим.

Спектральний аналіз частотного складу траєкто-
рій при варіюванні частотою обертання шпинделя (рис.
4) показав тенденцію до зростання математичних споді-
вань амплітуд гармонік з 1-ї по 6-ту при збільшенні
частоти обертання шпинделя, при наявності його стати-
чної неврівноваженості. При цьому найбільше зроста-
ють (в 4–5  разів)  амплітуди 1-ї,  3-ї,  4-ї гармонік,  які
відповідно характеризують зміщення осі шпинделя та
наявність коливань з частотами, що у 3 та 4 рази пере-
вищують оборотну частоту шпинделя. Зростання вели-
чини амплітуди 1-ї гармоніки впливає на зміщення
контуру обробленої поверхні відносно її технологічної
бази, а гармоніки №3 та №4 відзначаться на відхиленні
від круглості оброблених поверхонь формуючи 3-х та 4-
х гранність. Зростання 1-ї гармоніки при підвищенні
частоти обертання шпинделя зумовлено дією статично-
го дисбалансу. Збільшення амплітуди 3-ї та 4-ї гармонік
пояснюються похибками форми поперечного перерізу
опорних поверхонь та чотирьохкарманним типом
ГСО.

Слід відзначити, що амплітуди гармонік спект-
рів траєкторій шпинделя з відхиленнями форми опор-
них поверхонь ГСО на 15-60% більші аналогічних
гармонік траєкторій шпинделя з ідеалізованими опор-
ними поверхнями підшипника, що також підтверджує
вплив на точність формоутворюючих рухів шпинделя
похибок форми його опорних поверхонь.
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Висновки

За результатами чисельного моделювання вста-
новлено закономірності формування статистичних
характеристик траєкторій шпинделя на ГСО залежно від
похибок форми, температурних деформацій опорних
поверхонь та експлуатаційних параметрів ГСО.

Встановлено, що врахування похибок форми опор-
них поверхонь гідростатичного підшипника при моделю-
ванні траєкторій руху шпинделя призводить до зростання
статистичних характеристик радіус-вектора траєкторій:
математичного сподівання –  на 30  %,  СКВ –  на 12,5  %
порівняно з ідеалізованими опорними поверхнями ГСО.

За результатами спектрального аналізу траєкто-
рій радіус-вектора шпинделя встановлено, що ампліту-
ди гармонік спектрів траєкторій шпинделя з відхилен-
ням форми опорних поверхонь ГСО на 15–60% більші
аналогічних гармонік траєкторій шпинделя з ідеалізова-
ними опорними поверхнями ГСО, що підтверджує
вплив на точність формоутворюючих рухів шпинделя
точності його опорних поверхонь

Перспективним напрямком подальших дослі-
джень є перевірка адекватності встановлених закономі-
рностей експериментальним шляхом.
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