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МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ ТА АЛГОРИТМИ

Математическая модель надежности функционирования электронной аппаратуры
для биомедицинских исследований

С. К МЕЩАНИНОВ, Ю. Ю. МАКАРЕНКО, А. В. БИЛЬЧУК

Днепродзержинский государственный технический университет, Украина

Представлены результаты аналитический исследований надежности функционирования электронной ап-
паратуры, используемой для осуществления медико-биологических исследований. Рассмотрен механизм
формирования отказа электронной аппаратуры для биомедицинских исследований на основе модели лави-
нообразного вовлечения ее подсистем в состояние отказа. Создана математическая модель для оценки на-
дежности функционирования подобной аппаратуры.

Представлені результати аналітичний досліджень надійності функціонування електронної апаратури,
використовуваної для здійснення медико-біологічних досліджень. Розглянутий механізм формування
відмови електронної апаратури для біомедичних досліджень на основі моделі лавиноподібного залучення
її підсистем в стан відмови. Створена математична модель для оцінки надійності функціонування подібної
апаратури.

There are presented results of analytical researches reliability of functioning electronic apparatus, used for realiza-
tion of medical-biological researches. The mechanism of forming of refuse of electronic apparatus is considered
for biomedical researches on the basis of model of the avalanche-type involving of her subsystems in the state of
refuse. The mathematical model is created for the estimation of reliability of functioning the similar apparatus.

Введение. Надежность и эффективность элек-
тронной аппаратуры (ЭА) для биомедицинских иссле-
дований является важнейшим критерием, по которому
можно сделать оценку целесообразности использования
того или иного варианта использования комплекса та-
кой аппаратуры в современном лечебно-
диагностическом учреждении с учетом требований эко-
номичности, безопасности, эргономических и экологи-
ческих норм. Рассмотрение эффективности любого уча-
стка измерительного тракта, на сегодняшний день, по
нашему мнению, наиболее целесообразно производить с
использованием комплексного метода исследований, в
основе которого должно находится представление о
рассматриваемом объекте (или его части), как сложной
технической системе, подсистемы которой находятся в
определенном взаимодействии.

Оптимизация работы ЭА для биомедицинских
исследований, как единой измерительно-
диагностической системы связана с разработкой и ис-
пользованием прикладных программ, контролирующе –
управляющего и иного оборудования чрезвычайно
большой сложности, что, либо существенно затрудняет
задачу оптимизации, либо делает ее нереальной.

Постановка задачи исследований. Оценка на-
дежности и эффективности функционирования ЭА по
известным показателям работы ее подсистем, предпола-
гает переход к рассмотрению надежности и эффектив-
ности функционирования ЭА в целом. Основная труд-
ность этого перехода состоит в адекватном учете взаи-

модействия подсистем ЭА. Отказы подсистем этой ап-
паратуры, являясь случайными событиями, в совокуп-
ности образуют последовательность зависимых и неза-
висимых событий. Это имеет место тогда, когда отказ
подсистемы (или, что тоже самое, ее элемента), вызыва-
ет неуправляемое движение материальных потоков:
потеря информационных и энергетических потоков и
т.п. Это неуправляемое движение, вызванное отказом
первой подсистемы (элемента), в свою очередь, оказы-
вает воздействие на другие подсистемы в виде внешней
нагрузки. Если величина этой нагрузки превышает пре-
дельно допустимое значение для смежной подсистемы,
то происходит ее отказ.

Таким образом, цель настоящей статьи – рас-
смотрение механизма формирования отказа ЭА для
биомедицинских исследований на основе приведенной
выше модели лавинообразного вовлечения ее подсистем
в состояние отказа и создание на основе полученных
результатов математической модели надежности ее
функционирования.

Основная часть. Показатель технической ис-
правности системы ( )tPи  определяется как вероятность
того, что в момент t  система находится в технически
исправном состоянии.

( ) ( ) ( )pn

N

1j
jи tTnt,tPtP

p
+=å=

=
,              (1)
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где ( )tPj  – вероятности, характеризующие возможные
состояния ЭА по истечении периода снятия показаний

измt ; nT  – весь период функционирования ЭА; pt  –
длительность проведения технического обслуживания;

pN – количество подсистем ЭА, прошедших техниче-
ское обслуживание; n  – порядковый номер техниче-
ского обслуживания ЭА (количество технических об-
служиваний).

Для определения этого показателя достаточно
подсчитать число реализаций иm , при которых в мо-
мент t  ЭА была исправна, то есть, число реализаций,
при которых состояние ix  в момент времени t  удовле-
творяет условию Rx i Î  ( R – вероятность безотказной
работы системы). Тогда статистическая оценка ( )tPи
определяется следующим соотношением:

( ) L/mtP ии = .                         (2)
Для вычисления вероятности безотказной рабо-

ты ЭА за время t  необходимо вести подсчет всех реа-
лизаций, при которых ЭА впервые достигла состояния

Qx i Î  в промежутке времени t  ( Q  – вероятность от-
каза). Пусть это число реализаций равно 0m . Тогда
статистическая оценка указанного показателя:

( ) ( ) L/mLP 0-=t ,                    (3)
где L  – число реализаций.

Математическое ожидание времени безотказ-
ной работы ЭА оценивается по формуле:

L1LL t
L
1T

L
1LT +-= - ,                (4)

где LT  – среднее время безотказной работы ЭА; Lt –
продолжительность простоя ЭА.

Обычно процесс технического обслуживания
выполняется в соответствии с технологическим регла-
ментом. Однако, применительно к ЭА для биомедицин-
ских исследований, могут иметь место внеплановые
остановки для технического обслуживания, связанные с
выходом значений параметров, характеризующих на-
дежность ее функционирования их допустимого диапа-
зона.

Технологический график проведения техниче-
ского обслуживания может быть представлен в виде
сетевого графика [1]. Обозначим длительность i-го пути
сетевого графика через iL , а длительность критическо-
го пути – символом ikL . Тогда время проведения тех-
нического обслуживания является длиной критического
пути. Длительность выполнения соответствующих тех-
нологических операций:

åt=
=

ik

1j
ijiL ,                               (5)

где ijt  – время выполнения j-й технологической опера-

ции; ijk  – число технологических операций, состав-
ляющих i-й путь.

Таким путем задача моделирования времени
проведения технического обслуживания может быть
сведена к моделированию длительности технологиче-
ских операций.

Время проведения одной технологической опе-
рации может быть разделено на две составляющие:

ijijij tD+t¢=t ,                         (6)

где ijt¢  – время выполнения технологической операции

при отсутствии отказов; ijtD  – приращение времени
выполнения технологической операции, вызванное по-
явлением отказов оборудования, участвующего в ее
выполнении.

При выполнении технического обслуживания
могут иметь место два вида отказов. Отказы первого
вида, как правило, проявляются в начале технологиче-
ской операции, но обнаруживаются только при обслу-
живании. Время выполнения операции при их появле-
нии увеличивается на величину времени восстановле-
ния работоспособности оборудования. Время восста-
новления работоспособности i-го элемента подсистемы

в
it  также является случайной величиной и может быть

промоделировано на основании известного закона рас-
пределения.

Отказы второго вида возникают в процессе вы-
полнения технологической операции и иногда приводят
к тому, что после устранения причины их появления,
приходится повторять часть работ технологической
операции, выполненных до появления отказа. Продол-
жительность времени, необходимого на повторение
выполненных ранее работ 0

it , является величиной, од-
нозначно определяемой временем появления отказа для
каждого вида оборудования, участвующего в выполне-
нии операции.

Момент появления этого вида отказов при моде-
лировании может быть установлен путем проверки ло-
гического условия:

iji tR ³ ,                                  (7)
где iR  – случайное число, подчиненное тому же закону
распределения, что и время безотказной работы для
рассматриваемой подсистемы; ijt  –  время работы под-
системы при выполнении технологической операции.
Выполнение условия (7) соответствует случаю отсутст-
вия отказов за время выполнения технологической опе-
рации. Если указанное условие не выполняется, то име-
ет место отказ в момент времени, равный по величине

iR .
Таким образом, время выполнения технологиче-

ской операции при одной реализации процесса модели-
рования ijt  может быть определено по формуле:

( ) ( ) ( )( )å t+å t+t+t=t
=m =m

mmmа

0

/
ij

c

0

в
ij

0
ij

в
ijij ,            (8)

где a , c  – число отказов первого и второго видов; m  –
интенсивность восстановления работоспособности.

После определения длительности выполнения
каждой технологической операции по соотношению (7),
можно определить длины всех путей сетевого графика.

Время выполнения технического обслуживания
в s-й реализации процесса:

{ }s
i

s
k

s
p LmaxLt == ,                       (9)

где s
kL  – длина критического пути сетевого графика

обслуживания в s-й реализации процесса.
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Рассмотренные выше соотношения позволяют с
помощью ЭВМ моделировать одну реализацию процес-
са технического обслуживания ЭА.

Статистическая плотность распределения вели-
чины s

pt  может быть получена путем вычисления на
ЭВМ частот появления событий:

[ ]1ii
s
p t,tt +Î ,                        (10)

где 1ii t,t +  – пределы интервалов группирования, ис-
пользуемые при построении статистической плотности
распределения.

Для определения частоты появления события
(10), текущее время может быть разбито на ряд интер-
валов в соответствии с правилами математической ста-
тистики. Входящие в выражение (10) величины задают-
ся в исходных данных.

Формально, математическая модель надежности
функционирования ЭА может быть представлена соот-
ношением, устанавливающим функциональную связь
между уровнем надежности ЭА и уровнем надежности
её подсистем:

( ) ( )[ ]N,T,T,,,rU,N,,rFФH пciiii ¶tt= ,        (11)
где ( )N,,rF ii t  – функциональное представление струк-
туры ЭА и взаимосвязи её подсистем в течение некото-
рого отрезка времени it ; ir  – показатель надежности
i-й подсистемы; N  – число подсистем в комплексе ЭА;
U  – оператор, учитывающий степень влияния управ-
ляемых факторов на уровень надежности ЭА; nT,¶  –
объем и период проведения технического обслуживания
ЭА; cT  – время снижения коэффициента готовности ЭА
при обслуживании; H  – исследуемый показатель на-
дежности ЭА.

Так как, в общем случае, отказы ЭА происходят
случайно, то заранее не может быть предсказано его
поведение при выполнении задачи измерений. Тогда, в
общем случае, выполнение поставленной задачи с тре-
буемой вероятностью может быть обеспечено при вве-
дении в действие избыточного числа элементов (ре-
зервные элементы). Вероятность NW  выполнения про-
изводственной задачи при применении N  резервных
элементов может быть определена из соотношения:

( )0NN W11W --= ,                     (12)
где 0NW  – вероятность выполнения задачи измерений
при исследовании одного пациента (системы или орга-
на) при условии отсутствия отказов; P  – обобщенный
показатель надежности ЭА.

Тогда:
( )
( )0

0N
PW1ln
W1ln

N
-
-

= .                          (13)

Показатель экономичности выполнения задачи
измерений:

( )
( )0

0N
1N1 PW1ln

W1ln
CCD

-
-

== ,                  (14)

где 1C  – стоимость применения одного комплекта ЭА,
выраженная в зависимости от достигнутого уровня на-
дежности диагностического результата.

Тогда:

( )
( )
u

0

0N
1u

D
PW1ln
W1lnCD

D
-
-

-
= ,                (15)

где uD  – некоторое число, характеризующее эконо-
мичность применения эксплуатируемой системы при
решении поставленной задачи.

( ) a--= P1CC 01 ,
( ) ( )

( )
u

0

0N
0u

D
PW1ln
W1lnP1CD

D
-
-

--
=

a-

, (16)

где 0C  и a  – некоторые параметры, определяемые по
статистическим данным.

Оптимальное значение обобщенного показателя
надежности может быть определено из уравнения:

0
dP
dD = ,

или:
( ) ( ) 0

P1
WP1lnWP1W

0

00000 =
-

-+
+

a
,                (17)

где 0P  – оптимальное значение обобщенного показате-
ля надежности системы.

В сложных технических системах, к которым
относится и ЭА, существующие связи между подсисте-
мами, как правило, носят детерминированный характер.
Отказы приводят к тому, что нарушается (изменяется)
алгоритм взаимодействия подсистем.

Учитывая то,  что число подсистем в ЭА конеч-
но, множество E  возможных несовместных состояний
ЭА также будет конечным. Тогда число таких несовме-
стных состояний ЭА:

Õ
=

n

1i
ik ,                             (18)

где ik  – число возможных состояний i-й подсистемы
ЭА, n – число подсистем.

Так, если каждый элемент системы может нахо-
диться только в двух состояниях: «исправен» или «не-
исправен», то множество E  будет содержать 2N раз-
личных несовместных состояний.

Каждое состояние Ex i Î , характеризуется не-
которым значением условной вероятности ( )tia  вы-
полнения задания системой при условии, что она нахо-
дится в состоянии ix . Для некоторых состояний ix ,
величина ( ) 0ti =a . Поэтому множество E  можно раз-
бить на два подмножества Q  и R  так, чтобы в Q  вхо-
дили все Ex i Î  для которых ( ) 0ti =a ,  а в R  –  все
остальные состояния.

Должны выполняться следующие условия [1]:
Ä=Ç=È QR,EQR ; если система исправна, то

( ) 0ti >a .
Пусть ijP  – вероятность перехода ЭА из состоя-

ния j0x  в состояние ix  за время t .
Тогда по формуле полной вероятности:

( ) ( )å =×=
=

M

1j
зijj0зj M,...,2,1i,tPPtP ,        (19)
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где ( )tPi  – вероятность того, что в момент t  ЭА будет
находиться в состоянии ix ; M – число подсистем ЭА.

Вероятность нахождения ЭА в момент t  в тех-
нически исправном состоянии (вероятность безотказной
работы):

( ) ( )å å å a××=a×=
= = =

M

1i

M

1i

M

1j
ijij0ii PPtPtP .          (20)

Уравнение вида (19) может быть компактно пе-
реписано в матричном виде:

( ) ( ) ( )tП0PtP ×= ,                           (21)
где ( )tП  – матрица переходов ЭА за период снятия
показаний t ; ( )0P  – вектор-строка вида

( ) ( )M00201 P,...,P,P0P = .
Тогда выражение (19) может быть получено из

(20) по формуле:
( ) ( ) ( ) HtП0PtP ××= ,

где H  – вектор-столбец, элементами которого являются
вероятности ia (исправны все подсистемы ЭА).

Таким образом, математическая модель на-
дежности функционирования ЭА может быть пред-
ставлена в следующем виде.

Вероятность перехода ЭА из полностью работо-
способного состояния (исправны все подсистемы ЭА)

ix  в состояние sx  (неисправна хотя бы одна из подсис-
тем ЭА):

( ) ( ) ( )[ ]Õ Õ -×=
=n =m

mn
4

1

4

1
ззз tP1tPtP ,              (22)

где ( )зtPn  –  вероятность безотказной работы ν-го эле-
мента ЭА из числа не отказавших за время зt ;

( )зtP1 m-  – вероятность появления отказа m -го элемен-
та ЭА за время зt .

Следует отметить, что при проверке ЭА на на-
дежность функционирования, могут быть установлены
только 2 возможных его состояния: 1x  – исправны все
её подсистемы и 2x  – отказала хотя бы одна подсисте-
ма. Тогда матрица переходов ЭА как системы за период

пT  [2]:

10

p1p
)T(П

N

1i

N

1i
ii

п
Õ Õ-

= = = ,                    (23)

где ip  – вероятность безотказной работы i-ой подсис-
темы в течение времени пT .

Выводы

1. Сформулирована математическая модель на-
дежности функционирования ЭА.

2. При проверке ЭА на надежность функциони-
рования, могут быть установлены только 2 возможных
его состояния: исправны все её подсистемы и отказала
хотя бы одна подсистема.
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