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Розроблено методику наближеного та точного розрахунку коренів характеристичного рівняння при неси-
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Developed the technique of the approximated and exact calculation of roots of the characteristic equation at non 
symmetric convection heating of the thermoelectric elements of refrigerators and thermal pumps. 
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Постановка проблемы и анализ публикаций. 
Процессы конвективного нагрева (охлаждения) термо-
батарей в нестационарном режиме их работы исследо-
ваны в работах [1,2] .Однако, приведенные в них анали-
тические решения являются достаточно сложными. 
Наибольшую и основную трудность при практических 
расчетах нестационарных температурных полей полу-
проводниковых термоэлектрических охладителей и 
нагревателей представляет определение бесчисленного 
множества корней n  характеристического уравнения:  

,/WV/c nnn  tg                            (1) 

где  ;1 IBiW;V   – безразмерная теплоемкость 
коммутационной пластины и присоединенной к ней 
массе; I – относительная плотность тока питания; Bi  – 
число Био. 

Первые два корня уравнения (1) с точностью до 
третьего знака приведены в книге [1] для дискретных 
значений чисел W от 0 до 20 и η от 0 до 1. 

Основная часть. Целью данной работы является 
приближенное и точное определение корней уравнения 
(1). При выводе расчетных соотношений будем следо-
вать методике, изложенной в работах [3, 4]. Для нахож-
дения первого корня разлагаем в уравнении (1) xctg  в 
ряд:  

 x...,xxx
x
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          (2) 

и ограничиваясь первыми тремя членами разложения, 
получим биквадратное уравнение, решением которого 
будет: 

,2
1  /G                                   (3)   

где )1( WDG  ; m/VD  ; 31 /Vm  ; 

  2411 /  ;  )1(4545)1( 22 W/G/WD  . 
Здесь и далее решение квадратного уравнения 
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2 :0 ,xcbxax  aacbb 242 
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   которое с 

учетом выбора знака «+» перед корнем из физических 
соображений, для практических расчетов целесообразно 
представить в следующей форме 

/Gx  ,                                   (4)   

где   ;2411;   bcG c/aG2 . 
При малых числах G, с учетом разложения 

функции 211 /xx   коэффициент  1  и 
решение (3) упрощается до вида  

)1)/(1()1(2
1   WD/G .              (5) 

Определим остальные корни. Предварительны-
ми расчетами было установлено, что невозможно полу-
чить одно решение, имеющее достаточную точность 
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при любых значениях критериев V и W. Поэтому рас-
смотрим отдельно два характерных случая. Первый 
случай относится для малых чисел V или больших W. В 
этом случае уравнение (3) достаточно хорошо опреде-
ляет первый корень, однако при    разложение (2) 
не работает. 

Получим решение для расчета любого из корней 
n  при малых V, для чего обозначим через nb  корни 

уравнения (1) при 0V  или W , т. е.  nbn , где  
n = 1, 2, 3,…, введем подстановку nnn zb  . Тогда 
уравнение (1) станет: 

   nnnnnn zbWVzbzb  )ctg( .          (6) 

Учитывая, что zzn ctg)ctg(   и используя два 
члена разложения (2), после преобразований получим:  

nnn zb  ,                                (7) 
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При достаточно малых V уравнение (7) упроща-
ется до вида: 

 nnnn b/VbGb  1                  (8) 

из которого следует, что при малых V и больших n, кор-
ни n  практически не зависят от числа W. 

В случае 0W  применение уравнения (7) при-
водит к потере точности, поэтому здесь целесообразнее 
вернуться к исходному уравнению (6), решение которо-
го при W = 0 имеет вид (7) в котором величина nz  при-
мет более простой вид: 

/Gzn 2 ,                                 (9) 

где ;; 2
222 D/Gb/VG n    D – см. уравнение (3). 

Следует отметить, что при 0W  характери-
стическое уравнение (1) упрощается до вида    

V/nn  ctg                             (10) 
и этот случай соответствует процессу конвективного 
нагрева (охлаждения) неограниченной пластины при 
симметричных граничных условиях. Первые шесть кор-
ней (10) с точностью до четвертого знака приведены в 
монографии А.В. Лыкова [5]. Приближенные и точные 
решения уравнения (10) получены и всесторонне про-
анализированы в работе [3]. Там же приведены решения 
по расчету корней для цилиндрических и шаровых тел. 

Представляет также интерес второй предельный 
случай, когда V . Тогда уравнение (1) станет 

nn /W  ctg ,                             (11) 

которое будет соответствовать нагреву пластины при 
постоянной температуре на её левой поверхности. Рас-
чет корней уравнения (11) можно произвести по соот-
ношению (7), в котором после предельного перехода 
при V  добавка nz  примет вид 

/Gzn 3 ,                                  (12) 

где ./GW/bG n 3);1( 2
333    

Но лучше, как и при выводе формулы (9), с це-
лью улучшения точности, вернуться к исходному урав-
нению (6) и положить в нем V  Тогда получим ре-
шение (7) в котором 

/Gzn 4 ,                                 (13) 
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Рассмотрим численный пример. Пусть V = 3 и        
W = 0. Согласно [5] точные значения первых двух кор-
ней 1925,11 T  и 8088,32 T . Расчет первого корня 
по уравнению (3): 

;5,1;233131  m/VD//Vm
 

05,11;05,0452   /D  и окончательно 

первый корень 1952,1)1(1   /D  с погрешно-
стью 20П

1
,  %. Расчет второго корня. Полагая в 

уравнении (7) 0W  и 1b  получим 
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и окончательно 8415369990212 ,,zb   с по-
грешностью 

2
П = 0,9 %. Расчет второго корня по 

уравнению (9):  
;95490/3/ 12 ,bVG    

;6079051/95490/ 22
22 ,,,DG   

;426212)/411( 2 ,   
695,042621/9549,0/22  ,Gz   и окончательно 

8111,366950212  ,zb   с погрешностью 

2
П = 0,06 %. Таким образом, использование соотно-
шения (9) вместо (7) увеличивает точность расчетов для 
данного примера более, чем в 14 раз. 

Рассмотрим второй пример когда V  и 
20W . Согласно [1] точные значения двух корней 

99321 ,T   и 99252 ,T  . Расчет первого корня по 
уравнению (3) при D = 3, G = 63, ρ = 4,20; 60952,  и 

91414241 ,,   дает весьма неудовлетворительную 
погрешность П

1 = 64 %. Такую высокую погрешность 
легко объяснить очень плохой сходимостью разложения 
(2) при аргументах, близких к  . Для данного примера 
целесообразнее обратиться к соотношению (13), полу-
ченному при V . Первый корень при ,b 1  

   WbbG 133 114    15745020133 , ; 

 1
2
44 3b/G 32 1062)3/(157450  ,,  ; 

002611 ,  ; 157041 ,/Gz    и окончательно 
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98452157,0111 ,zb   . Расчет второго корня 
при ,bb 12 22    )(233230 144 bG,G  ; 

3
4 1095  , , 0061, ; 33040006142 ,,Gz   и 

окончательно 95285330402222 ,,zb    с по-
грешностью П

2 %70, . 
Из данного примера и анализа уравнений (12), 

(13) вытекает, что при больших числах V и W прибли-
женно можно считать корни по простой формуле  

1  nn  ,                               (14) 

где 1  – первый корень уравнения (1). Если  1  
имеем случай W  и приближенное решение (14) 
становится точным. 

Рассмотрим второй случай, характерный для 
больших чисел V и малых W. 

Обозначим через na  корни уравнения (1) при 
V  и 0W , т. е. ,...,,nnan 321;2/)12(    . 

Введем подстановку nnn za  и перепишем уравне-
ние (1), учтя что :tg)ctg( zzan   

   nnnnn zaWVzaz tg               (15) 

после чего, ввиду малости величины z , можно вос-
пользоваться разложением ztg  в ряд и ограничиться 

одним членом ряда .../zzz 3tg 3  (так как учёт второ-
го приводит к решению сложного кубического уравне-
ния относительно z ). Однако расчеты показали, что 
более точное решение можно получить, если в уравне-
нии (15) перейти от ztg  к zctg  и затем воспользоваться 
двумя членами разложения (2). В итоге получим квад-
ратное уравнение, решение которого имеет вид:    

nnn za  ,                            (16) 

где  


5Gzn  ;    )2(
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 2

2
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2

5
3

)1(3
  . 

При 0W  решением уравнения (15) будет 
уравнение (16) в котором 

6Gzn   ,                               (17) 

где  )1(6 VaG n  ;  32
66 G . 

Для расчета корней при больших числах V мож-
но сделать предельный переход в решении (17), но 
лучше вернуться к исходному уравнению (15) и поло-
жить в нем V ∞. Тогда получим (16), в котором до-
бавка: 

7Gzn  ,                                 (18) 

где  )3(37 WaWG n  ;  WG2
77  . 

Выясним область применимости полученных 
решений. В общем случае первый корень (1) находится 
в промежутке   10 , причем 20 11 /a    
когда правая часть уравнения (1) положительна и 

  11a  – отрицательна и равна нулю при 11 a . 

Разрешая неравенство 0  /WV/  при 

1a получим следующую формулу для расчета диа-
пазона изменения первого корня 

110 a   при 2
121 aBiBiWV   и 

 1a   при  2
1aWV  .                   (19) 

В следующей таблице приведем сводку полу-
ченных приближенных формул с указанием диапазона 
их применимости. 

 
Расчетная  
величина 

Номера  
формул 

Область значения величин 
V W VW 

2
1  3, 5 Любое 3  3  

 
nnn zb   

7 
9 

12, 13 

1  
1  

∞ 

1  
0 

1  

3  
0 
3  

 
1  nn  

 
14  

Любое 
 

W > 3, ∞ 
 

>3 

 
nnn za   

16 
17 
18 

1  
3  

∞ 

1  
0 

1  

3  
0 
∞ 

 
Для получения точного решения поступим сле-

дующим образом. При больших требованиях к точности 
расчетов необходимо уточнить полученные прибли-
женные решения. Применяя к трансцендентному урав-
нению (1) метод касательных Ньютона: 

)()(1 kkkk xfxfxx  ,                      (20) 

где                   xWVxf(x x ctg)  ; 

 xxWVxf 22 sin11)(  , можно последователь-
ным применением (20) после нескольких итераций по-
лучить значение корня n  с любой наперед заданной 
точностью  . После преобразований получим: 

kkkk

kkkk
k,n

xWVxxx
Wctgxxxx






)ctg1(
2)ctg1(

2

22

1 ,         (21) 

где в качестве приближения kx  берется любое из полу-
ченных ранее решений (3)…(18) в зависимости от вели-
чины критериев V  и  W. 

Расчет по уравнению (21) можно прекратить при 
выполнении условия:   k,nk,n 1 , в противном 

случае расчет повторяется, но уже при 1 k,nkx  , вы-
численному ранее по (21) и т.д. до достижения необхо-
димой точности. Ясно, что чем точнее будет взято пер-
вое приближение корня kx , тем меньше итераций нуж-
но проводить по уравнению (21). 

Рассмотрим пояснительный пример. Пусть при 
1V  и 50,W   нужно найти первые шесть корней. 
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Первый корень находим по уравнению (3), предвари-
тельно определив D = 750, ; 

 )1( WDG 1251)501(750 ,,,  ;   01875,0 ; 
0187511 ,    и окончательно 1 0508541, . 

Остальные корни определим из уравнения (7) 
для случая малых V, сначала найдем:   )12(2b ; 

   37535705012 ,,G   ;     VGV 36 2  

  32875103375357016 2 ,,  ; 

    2607571232875104112411 ,,   ; 
2977240260757137535702 ,,,Gz   . Окончательно  

43931632977240222 ,,zb   . 
Аналогично получим 43922663 , ; 
52992094 , ; 64553125 , ; 77141156 , . Для по-

лучения точных значений используем уравнение (21) 
для каждого из корней. После нескольких итераций 
получим окончательно с точностью до шестого знака: 

04993111 ,  (2 итерации); 43657832 ,  (2 итерации); 
43910663 ,  (1 итерация); 52990394 ,  

(1 итерация); 64553125 , ; 77141156 , . Последние 
два корня не нуждаются в уточнении. Сравнение точ-
ных значений корней с приближенными показывает 
достаточную для инженерных расчетов точность полу-
ченных решений. Согласно [1] 04911 ,  и 43732 , . 

Полученные приближенные решения можно 
также уточнить применяя к уравнению (1) менее эффек- 

 

тивный, но более простой метод последовательных 
приближений: 

 kkk xWVxx //arcctg1  .                 (22) 

Ранее на примере 3V  и 0W  был получен с 
помощью уравнения (3) первый корень 195211 ,  с 

%230П
1

, . Уточнение по (22) при 1kx  дает 

        19221195213arctgarctg/arcctg 1111 ,,//VVk  

 с %030П
1

, , т. е. результат улучшился в более, чем 
7 раз. 

В ряде случаев очень важно знать, хотя бы вы-
борочно, точные значения корней, чтобы иметь воз-
можность оценки погрешности различных прибли-
женных решений не прибегая к процедуре итерирова-
ния по достаточно сложному уравнению (21). Полу-
чим ряд точных решений для первого корня. Из триго-
нометрии известно, что ctg 45° = 1. Подставляя в урав-
нение (1) 4/  , получим уравнение связи: 

 WV 441  , из которого следует, что если при 

заданном критерии V, число 





 

V
W 1

4
1

4
 , либо 

при заданном W критерий 
W

V



14

)4( 2




, то первый 

корень 41 /  . Аналогичные уравнения можно по-
лучить и при других значениях аргумента ctg. Резуль-
таты сведены в следующую таблицу 

  21 /  61 /  41 /  31 /  125 /  127 /  32 /  43 /  65 /  1211 /  

ctgC  32   3  1 31 /  32   )( 32   
 

31 /  -1 3  )( 32   
 

 
Если )( CV/vvW     или 

)()( 2 WCv/vV   ,  то корень  v1 . 
В заключение отметим, что все полученные ре-

шения соответствуют режиму охлаждения термоэле-
ментов. Для случая нагрева согласно [1] в уравнении (1) 
достаточно заменить критерий IBiW  на IBiW  . 

 
Выводы 

 
Получены достаточно простые и эффективные 

приближенные и точные формулы для определения 
корней характеристического уравнения, которые значи-
тельно облегчают расчеты температурных полей при 
конвективном несимметричном нагреве (охлаждении) 
термоэлектрических элементов в случае нестационар-
ных режимов их работы. Знание и правильный расчет 
корней имеет также самостоятельное и важное значение 
при определении теплофизических свойств веществ 
методом регулярного режима. Предложенная схема 
решения может быть успешно применена и к другим, 
более сложным случаям процесса теплопроводности, 

например, при нагреве в движущемся слое, нагреве тел 
типа оболочек и т.д. 
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