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Предложен метод построения ортогонального несепарабельного вейвлет-базиса для цифровой обработки 
сигналов двух переменных. 
 
Запропоновано метод побудови ортогонального несепарабельного вейвлет-базису для цифрової обробки 
двовимірних сигналів.  
 
The method of construction of orthogonal wavelet basis  for digital processing of two-dimensional signals is 
offered.  
 

Через 2
2( )L R  будем обозначать гильбертово 

пространство функций с конечной нормой  
2

2
2 ( )Rf f x y dxdy      

порожденное скалярным произведением  
2 ( ) ( )Rf g f x y g x y dxdy      

Определение 1. Кратномасштабный анализ 
(КМА) в 2

2( )L R  это последовательность замкнутых 
подпространств  

1 0 1… …   V V V  
для которых выполняются условия  

1. 2
2( )j

j Z L R  V   

2. {0}j
j Z  V   

3. 1( ) (2 2 )j jf x y f        V V   

4. найдется такая функция 0V  (масштаби-
рующая функция), что множество ее сдвигов 

( )x n y m     образует ортонормированный базис про-

странства 2
2( )L R .  

Наиболее простой способ построения многомер-
ного КМА конструируется как тензорное произведение 
одномерных ([1],[2]). Такие КМА называются сепара-
бельными, общий случай КМА, не распадающийся в 
тензорное произведение, называется несепарабельным.  

Пусть последовательность замкнутых подпро-
странств 1 0 1… V V V …     образует (КМА) в 

1
2( )L R  и jV  есть тензорное произведение пространст-

ва jV  само на себя, то есть  
Span{ ( ) ( ) }j j j jV V f x g y f g V      V  

Здесь Span{ }S  есть линейная оболочка множества S .  
Опишем один из наиболее популярных методов 

построения сепарабельных всплесков. Этот метод был 
предложен S.Mallat и называется схемой Мала ([3]).  

В качестве базиса пространства 0V  возьмем со-
вокупность функций ( ) ( )x n y m   . Таким образом в 
этом пространстве базис порожден функцией 

( ) ( ) ( )x y x y    , а в качестве функций порождающих 

базис ортогонального дополнения 0W  можно взять 

функции 1( ) ( ) ( )x y x y    , 2( ) ( ) ( )x y x y    , 

3( ) ( ) ( )x y x y    .  
Несмотря на простоту реализации КМА образо-

ванного тензорным произведением базиса всплесков, 
безусловно для обработки двумерных данных более 
эффективным является использование существенно 
двумерных, то есть несепарабельных всплесков ([4],[5]). 
Дальнейшие рассуждения посвящены построению од-
ной конструкции несепарабельного базиса всплесков.  

Построение несепарабельных зеркально- 
квадратурных всплесков. Пусть для функций 0V  
имеет место масштабирующее свойство  

2

0 1

( )
( ) ( )

2 2Z
x y x y h x y 

 

 
  

 

          
 

    (1) 

Преобразование Фурье соотношения (1) можно запи-
сать в виде  

2

1
1 2 1 2 1 2

( )
? ?( ) exp ( ) ( )

2Z

ih 
 

      
 

        
 

 

1
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При этом в силу равенства Парсеваля имеет место тож-
дество  

2

2
1 2
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что влечет выполнение почти всюду соотношения  
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1 1

2 2
1 2 1 2

2 2 2 2
m m 

   
         

   
 

1 1

2 2
1 2 1 2 1

2 2 2 2
m m 

   
               

   
 

Тогда для 1f V  выполняется соотношение  

2

1

( )
( )

2 2Z
f x y f x y 

 

 


 

       
 

 

и  для соответствующего преобразования Фурье выпол-
няется соотношение 

 
2

11 2
1 2 1 2

( )

? ?( ) exp
2Z

f f i 
 

 
   

 

       
 

 

 11 2
1 2?

2 2fm  
      

 
 

Из того, что 0f  V , то есть ( )f x k   2k Z   или 
что то же  

20 ( ) ( )R f x y x n y m dxdy       

 2 1 2 1 2 1 22
1 ? ?( ) ( )exp ( )

(2 ) R f i n m d d       


     

 2 2
1 20 02

1 exp ( )
4

i n m   
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1 2 1 2 1 2
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? ?( 2 2 ) ( 2 2 )
Z

f d d
 

          
 

       

Таким образом имеем  

2
1 2 1 2

( )

? ?( 2 2 ) ( 2 2 ) 0
Z

f
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1 2
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Z

m
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1
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Z

m m
 

   
   

 

              
   

21
1 2? ( 2 2 ) 0          

Следовательно,  
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m m
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Положим 
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1 2 1 2 1 2exp

2 2 2 2 2
m i m
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Всплесками назовем функции, у которых преобразова-
ния Фурье имеют вид  

11 2
1 2 1 2? ?( ) ( )

2 2
i

i m
 

         
 

 

или, что то же  
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Перепишем эти соотношения в виде  
1

1 2? ( )     
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1 1 1 2
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2 2 2Z
h i 
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В первом из этих соотношении  сделаем замену, полагая 
1    получаем  

2

11 1 1 2
1 2 1 2 1

( )
? ?( ) ( ) ( 1) exp

2Z
h i
 

 

  
     

 
 

       
 

 

полагая во втором 1 11    и 1    получаем  

2

2 1 1 2
1 2 1 2 1 1

( )
? ?( ) ( ) ( 1) exp

2Z
h i
 

 

  
       

 

       
 

 

и, наконец, полагая в последнем 1    приходим к 
соотношению  

1 22

3 1 1 2
1 2 1 2 1

( )
? ?( ) ( ) ( 1) exp

2Z
h i 
 

 

  
     

 
 

       
 

 

Отсюда сразу получаем  

2

1 1
1

( )
( ) ( 1)

2 2Z
x y h x y
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Опишем алгоритм декомпозиции и реконструк-
ции для такого рода всплесков.  
Пусть известны числа  

1 1 2( )
2 2

c f Z 
 

  
            
 

 

Отсюда и из (5) сразу получаем  
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Отсюда сразу получаем  
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Проведем аналогичные построения для i  ( 1 2 3)i    ,  

 0 1 1
n md f n m
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Используя в последнем соотношении замену перемен-
ных, приходим к равенству  
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Далее, 
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Отсюда получаем равенство  
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и, наконец,  

 0 3 3
n md f n m
          

2

1
1

( )
( 1)

2 2Z
f h n m 

 
 

 


 
 

            
 

 

2

1
1

( )

2 2( 1)
2 2Z

n mh f 
 

 

 


 
 

            
 

 

и, следовательно,  
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По полученному набору чисел  

  2
0 0 1 0 2 0 3

( ) Z
c d d d         

  
     
     

   2 2( ) ( )
( ) ( )

( 1 2 3)

k
Z Z

f n m f n m

k

   
 

   
            

  
однозначно восстанавливается набор  

  2
2

1 1
( )

( )2 2Z
Z

c f   
 

 
  

 

            
   

 

Для этого достаточно воспользоваться равенством  

1 1
2 2
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3 1

1( )
( ) ( )

2 2
j j

j n m Z
f n m n m  
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Для построения несепарабельных всплесков необходи-
мо иметь множество двумерных масштабирующих 
функций. Опишем одну конструкцию построения мас-
штабирующих функций двух переменных.  

Конструкция двумерного subdivision. Через 
2
  обозначим линейное пространство всех ограничен-

ных двумерных массивов  
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2 20 ( ) Z ( ) Z{ } { }i j i ji j i jF f f          

с нормой  

2
2( ) Z

sup i j
i j

F f



 

   


   

Пусть 0  есть разбиение плоскости на квадраты 0
i j  

( Zi j  ) с шагом h  и вершинами в точках 

Z 0 0 Z Z{ } {( )} {( )}i j i j i j i j i jM x y ih jh            . Каждому 

значению двумерного массива 0
Z0{ }i ji jfF      поста-

вим в соответствие элемент 0
i j  из разбиения 0 .  

Зададим на множестве ограниченных массивов 0F  ли-

нейный функционал 0
0( ) i j i jB a fF       и положим  

0( )B F  Z0({ } )i ji jB f   
 ,  

0( )B F  Z0({ } )i ji jB f    
 , 

0( )B F  Z0({ } )i ji jB f    
 ,  

0( )B F  Z0({ } )i ji jB f   
 .  

Определим точки 1 2 0 1 2 0 1 2 1 2 0i j i j i jM M M                
равенствами  

1 2 0 1
1 ( )
2i j i j i jM M M          

1 2 0 1
1 ( )
2i j i j i jM M M          

1 2 1 2 0 1 1 1 1
1 ( )
4i j i j i j i j i jM M M M M                   

Через 0
Z0{ }i ji jfF            обозначим сдвиг массива 

0F . Определим новую решетку 1k  и новый массив 
1

Z1{ }k
i ji j kfF 
      равенствами  

2 2i j kM     1i j kM    , 2 2i j kf  
   1( )k

i jB F 
  , 

2 1 2i j kM      1 2 1i j kM      , 
2 1 2i j kf   
   1( )k

i jB F 
  , 

 2 2 1i j kM      1 2 1i j kM      , 
2 2 1i j kf   
   1( )k

i jB F 
  , 

2 1 2 1i j kM     1 2 1 2 1i j kM        , 
2 1 2 1i j kf    
 1( )k

i jB F 
  . 

Для фиксированных 2( ) Zi j   соединим точки 

1i j kM      i j kM     1i j kM      1 1i j kM      с центром 

1 2 1 2i j kM        соответствующего квадрата. Таким обра-
зом получим триангуляцию плоскости на равнобедрен-
ные прямоугольные треугольники. Непрерывную на 
всей плоскости функцию двух переменных назовем k-
полигоном, если она на каждом из этих треугольников 
совпадает с некоторой плоскостью.  

Через ( )k h B F x y      обозначим k-полигон ин-

терполирующий в узлах Zi j kM i j     , Nk  значения 
1

1 1 1 14 ( )i j k i j k i j k i j kf f f f                   а в точках 

1 2 1 2i j kM        принимающий значения i j kf   
   

Если поточечный предел последовательности 
( )k h B F x y      при k   существует, то будем обо-

значать его через ( )h B F x y    . Для конкретных апер-
тур задача сходимости метода восстановление, опреде-
ления гарантированных оценок уклонения и подобное, 
исследовалась, например, в работе [1].  

В дальнейшем мы будем рассматривать только 
те операторы B , при которых функция ( )h B F x y     
существует и единственна.  

В случае, когда задана функция 2(R )f C  и 

значения 0i jf  
  определены равенствами  

( 1) ( 1)0 2
1 ( )ih jh

i h j hi j f x y dxdyf
h         

вместо ( )k h B F x y      будем писать ( )k h B f x y     .  

Из построения оператора ( )k h B F     следует, что для 
любых 0 1 2k …      имеют место равенства  

2 2( ) ( ( ) )

( )

hk h k h

k h

B x y B F x yF

B F x y

 






  



   

 

       

    




     (6) 

Переходя в (6) к пределу при k  , получаем  

2 ( ) ( )hh B x y B F x yF
           

Из построения функции ( )h B F x y     ясно, что  

2( ) ( ( ) )kh hhB F x y B F x y                          (7)      

Кроме того  
( ) ( )h hB x y B F x h y hF              

и  

 h H
H HB F x y B F x y
h h

           
 

   

Приведем один из методов построения функционала B .  
Набор из n  пар индексов 2( ) Zi j  , содержащих (0 0)  

назовем апертурой порядка n  и будем обозначать nA . 
Объединение квадратов со сторонами параллельными 
координатным осям и равными единице с левым ниж-
ним углом ( )i j  ( ( ) ni j A  ) назовем геометрической 

апертурой и обозначим nA . Каждый набор B  чисел 

i ja   ( ( ) ni j A  ) определяет функционал  
0

0
( )

( )
n

n
i j i j

i j A
B A B a fF   

 
      

Приведем одну из возможных конструкций выбора ко-
эффициентов i ja  .  

Зафиксируем набор тестовых функций 
0{ }m mL …     и коэффициенты i ja   будем искать из 

условия выполнения равенства  

2 22
4( ) ( ) ( 0 )h hn kk

h hB A B x y dx dy k … m
h                  (8) 

Если эта система совместна, то решая ее, получаем кон-
кретный функционал расслоения 0( ( ) )n mB A L F  . Апер-

туру ( )n mA L  в этом случае будем называть апертурой 

точной на множестве 0{ }m mL …    . Если равенство 

(8) выполняется для всех маномов x y   таких, что 
1m    , то множество всех таких пар (  ) обо-
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значим через ( )nP A B . Множество всех пар (  ) та-
ких, что 1m    , для которых равенство (8) не 

выполняется, обозначим через ( )nP A B .  
Построение масштабирующей функции 

функция. Пусть 1h   и 20 ( ) Z{ }i j i jfF

     , где  

0 1 0 0 0i jf    
            

Положим  

1( ) ( )n n
k kA B x y A B x yF 

          
и  

1( ) ( )n nA B x y A B x yF            
Ясно, что  

( )n n
k h k

x yA B x y A BF h h
 


          
 

  

и если i jF
  сдвиг массива F , то  

( )n n
k h ki j

x yA B x y A B i jF h h
 

 
             
 

  

Отсюда и из линейности оператора ( )n
k h A B    следует  

2 0
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k h k h i ji j

i j
A B F x y A B x yf F  
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0
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0
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            (9) 

Таким образом, если ( )n
h A B F x y      существует, то 

для любого массива 2F    и любого 2( ) Rx y   и 
0h   имеет место соотношение  

2 0
( ) Z

( )n n
h i j

i j

x yA B F x y A B i jf
h h

  
 

              
 

  (10) 

Объединение всех сдвигов вдоль координатных осей на 
целые числа апертуры nA  и ее отображений относи-
тельно координатных осей и точки (0 0)  таких, что все 

они содержат точку (0 0)  обозначим nG . Радиус мно-

жества nG  обозначим ( )nR A .  

Носитель функции  nA B   есть nG , таким 

образом равенства (9) и (10) можно переписать в виде  

0( )
( )n n

k h ki ji j G

x yA B F x y A B i jf
h h

   
 

              
 

   

и  

0( )
( )n n

h i ji j G

x yA B F x y A B i jf
h h

  
 

              
 

   

Многие свойства метода восстановления ( )n
h A B F     

(или ( )n
k h A B F     ) следуют из свойств базисных 

функций ( )nA B x y     (или ( )n
k A B x y    ) и послед-

них равенств.  
Из (7) следует, что  

0 1
2( ) ( )n n

h hA B x y A B x yF F              

в частности,  
0 1

1 1 2( ) ( )n nA B x y A B x yF F  
            

Таким образом масштабирующее свойство будет 
иметь вид  

 
2

1

( ) Z
( ) 2 2n nA B x y A B x yf  

 
 


 

              

В частном случае, если ( )   таковы, что 0 4    , 
то это равенство  можно записать в виде  

 3

4
( ) 2 2n nA B x y h A B x y 

 
 

 
             

где  
 

3
4

2 2 1 2 1 2 0 2 0 2 1 2 1 2 2 2

2 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1

2 1 11 11 0 1 0 1 11 11 2 1

2 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 2 0

2 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 2 0

2 1 1

( )i j i jh

a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a

  

         

         

         

         

         

 





1 11 0 1 0 1 11 11 2 1

2 1 1 1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 2 1

2 2 1 2 1 2 0 2 0 2 1 2 1 2 2 2

a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a a a a a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        
 
           
            



 
Ортогонализация масштабирующих функ-

ций. Для 2( ) Z    положим  

 2 2k k k
k kd    

          

и рассмотрим функцию  
1 2

2

2 ( )
1 2

( )
( )

kik k

Z
E d e  

 
 

 
 


 

    

Так как функция k  по построению имеет конечный 

носитель, то 1 2( )kE    есть неотрицательный триго-
нометрический полином двух переменных, называемый 
полиномом Эйлера-Фробениуса.  
Пусть  

1 2

2

2 ( )

1 12
1 2

4

( )

ki
k

kT

ea d d
E

 

   
  

 

  


 

где 2T  тор [0 2 ] [0 2 ]    .  
Имеет место следующее утверждение.  
 

Теорема 1. Если полином 1 2( )kE    всюду от-

личен от нуля на торе 2T  и 2( ){ }k
Za      , то функция  

2( )
( ) ( 2 2 )k k

k h k
Z

x y a x y 
 

  
 

 
        

удовлетворяет условию  
2 22 2 0 ( 0)k k

k k      
 
 

             

то есть функция k  является ортогональной на решет-

ке с шагом 2 k .  
Из соотношения (9) следует, что найдутся kh   

такие, что имеет место соотношение  
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2

1 1
1

( )
( ) ( 2 2 )k k k

k k
Z

x y h x y 
 

    
 

 
          

Таким образом, нами получена последователь-
ность ортогональных масштабирующих функций.  

Эта функция порождает ортогональный базис. 
График ортогональной масштабирующей функции 

( )x y   имеет вид  
 

 
 
Рис. 1. График ортогональной масштабирующей 

функции ( )x y  . 
 

 
 
Рис. 2. График всплеска 1( )x y . 
 

 
 
Рис. 3. График всплеска 2( )x y . 

 
 
 
 
 

и, наконец,  
 

 

 
Рис. 4. График всплеска 3( )x y . 
 
Построенный базис несепарабельных всплесков 

обладает свойством наследственности, которая выража-
ется в том, что если для фиксированного уровня деком-
позиции двумерного сигнала использовать базис по-
строенный на основе базисной функции k , а после-
дующий на основе  1k , то качество обработки сигна-
ла существенно улучшается. 
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