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Сплайн-регресія при обробці експериментальних даних 
 

А.Є. ПОЛОНСЬКА, О.П.ПРИСТАВКА 
 

Дніпропетровський національний університет 
 

Запропоновано обчислювальну технологію апроксимації експериментальних даних усереднюючими 
сплайн-функціями.. 
 
Предложена вычислительная технология аппроксимации экспериментальных данных усредняющими 
сплайн-функциями. 
 
The computing technology of approximation of experimental data averaging a spline-functions is offered. 

 
Постановка проблеми. При обробці експери-

ментальних даних виникає задача адекватного відо-
браження фізико-хімічних процесів, що, як правило, є 
неоднорідними. Для обробки таких даних запропоно-
вано використовувати сплайн-перетворення, що є най-
більш прогресивними алгоритмами обробки даних. 
Теорія інтерполяційних та згладжуючи обчислюваль-
них схем має на даний момент широкий розвиток. В 
останні роки було запропоновано локальні поліноміа-
льні сплайни [1], що є розгалуженням усереднених 
сплайнів та мають стохастичну ваду. 

Аналіз досліджень та постановка задачі. При 

обробці статистичних даних 
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ii N,i,y,x 1  реалізують 

як поліноміальні, так і квазілінійні функції регресії. 
Для отримання більш адекватної моделі регресії запро-
поновано реалізувати різного типу (інтерполяційного, 
згладжуючого) моделі сплайн-регресії. Як фізичного, 
так і математичного обґрунтування таким моделям в 
більшості випадків не подано. Останнє особливо відно-
ситься до статистичних моделей сплайн-регресіі, що 
потребують оцінки кількості вузлів, їх пошуку та точ-
ності при відтворенні регресії. 

Вперше сплайн-функції в задачах статистичного 
аналізу представлена в роботі [2]. Застосування сплай-
нів в задачах екстраполяції, інтерполяції та згладжуван-
ня представлено в роботах [3, 4]. 

Задача інтерполювання сплайнами  xS  початково-

го масиву 
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ii N,i,y,x 1  формулюється як задача знахо-

дження серед усіх    b,aWxS m
2  такої   ii yxS  . Знахо-

дження згладжуючого сплайну виконується із умови 
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Вважаючи, що мають місце нелінійні моделі регре-

сії, що зводяться до лінійного типу, подальша задача полягає 
як до знаходження оцінок параметрів 


, так і у знаходженні 

вузлів точності наближення емпіричних даних лінійними 
сплайнами з реалізацією інтерполяційної процедури знахо-
дження мінімуму залишкової дисперсії. 

Виклад основного матеріалу. Обчислювальні 
схеми відтворення одновимірних сплайн-регресіїних 
моделей нелінійного типу, які наведено нижче, базу-
ються на перетворенні останніх до лінійного типу. 

 

 Процедура відтворення нелінійних сплайн-регресійних 
залежностей зводиться до відтворення лінійних 
сплайн-регресійних моделей с подальшим визначенням 
коефіцієнтів нелінійної регресії. 

Нехай початковий масив даних 
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ii N,i,y,x 1  

перетворено в масив 
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ii N,i,z,t 1 . 

Лінійна сплайн-регрессія визначена у наступ-
ному вгляді: 
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Якщо накласти умову, що    ii ztS  , то 
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Тим самим, задача відтворення лінійної сплайн-

регресії зводиться до інтерполювання лінійними 
сплайнами. 

У загальному випадку   
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ii N,i,ztSE 1 . 
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iqt нижньою та верхньою межами статистичних 

даних відрізка     ii t,t 1 , то з умови 
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З урахуванням виразу (3) отримуємо систему 

лінійних рівнянь: 
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В матричному представленні система (6) має вигляд 
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або  
GZA  ,                          (8) 
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Окремим випадком є consthhe  . 
З урахуванням випадкових складових значення 

sz  на проміжку     ee t,t 1  можна представити у ви-
гляді 
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де     20   ss D,E . 
З урахуванням виразу (9) умова (5) прийме на-

ступний вигляд: 
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Це еквівалентно розв’язку системи 
GẐA  ,               (11) 

де       kT ẑ,,ẑ,ẑẐ 10 . 
Отримавши розв’язок системи (11), визначають ве-

ктор оцінок параметрів лінійної сплайн-регресійної 

залежності Ẑ


 та з урахуванням (3) – вектор В оцінок 

B̂


. Спираючись на отримані оцінки Ẑ


, B̂


, проводять 
обчислення оцінок параметрів нелінійної сплайн-
регресійної залежності з урахуванням формул перера-
хунку. 

З системи (11) випливає, що 
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та леми, що наведено нижче. 
Лема 1.1. 
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Доведення. 
Дійсно, 
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Тим самим лему доведено. Отже,  
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З урахуванням виразів (13), (14), має місце сис-
тема 

 GEZT     (15) 
з якої випливає  

 GETZ  1 . 
З іншого боку, з системи (11) з урахуванням 

А=Т, отримують 
 GETẐ  1 . 

Тоді математичне сподівання вектору Ẑ  має 
вигляд 

      ,ZZTTGETGTEẐE   111  
звідки випливає  

     k,,,,r,ZẐE rr 210 . 
Лема 1.2. Оцінкою ковариації вільних членів матриці G 
є 

  2reer ag,gcov  . 
Доведення. 

Базуючись на визначенні ковариації, отримують 
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З виразу (16) випливають наступні випадки: 
1) якщо 11  er,er,er , то 
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2) якщо er  , то 
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3) якщо 1 er , то   2
11 e,eee ag,gcov   ; 

4) якщо 1 er , то    2
11 e,eee ag,gcov   . 

Це доводить лему. 
Теорема 1.1. 

Якщо 2
0S  - мінімум суми відхилень оцінки лі-

нійного сплайну відносно емпіричних даних, N – зага-
льна кількість варіант, k – кількість вузлів, тоді незсу-

нена оцінка дисперсії 2  має вигляд  
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s ẑgz

i

i 01

2 .   (17) 

Подальше доведення зводиться до знаходження мате-
матичних сподівань елементів правої частини виразу 
(17). При цьому реалізується оцінка 
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    2121  e,rdTTT    

де   1 TDd e,r . 
З урахуванням лем 1.1 та 1.2 визначають шукані 

математичні сподівання: 
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Отже, має місце результат  
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Тим  

самим теорему доведено. 
Наслідок. 

При заданому математичному сподіванні точ-
ність наближенні  2

0SE та дисперсії похибки заміни 
2  емпіричних даних лінійними сплайнами кількість 

вузлів визначається як 
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Більш складні обчислювальні схеми мають місце для 
поліноміальних сплайн-регресійних моделей степеню 

2n  . 
Висновки 

 
1. Запропонована обчислювальна технологія апрок-

симації експериментальних даних усереднюючими 
сплайн-функціями. 

2. Проведено дослідження та запропонована техноло-
гія знаходження числа вузлів при заданій похибці 
апроксимації. 
 
Обчислювальну технологію реалізовано у програм-

ному середовищі „AirNorm” для оцінки залежностей 
концентрацій шкідливих речовин у атмосферному по-
вітрі від відстані. 
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