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Теореми вкладення і нерівності типу Колмогорова 
 

С.О. ПІЧУГОВ, О.Л. КІРЕЙКО 
 

Дніпропетровський національний університет залізничного транспорту імені академіка В.Лазаряна 
 

Робота присвячена дослідженню питання зв’язку між теоремами вкладення функціональних класів і нерів-
ностями для норм похідних періодичних функцій однієї змінної. Розглянуті теореми вкладення ліпшице-
вих класів, нерівності для норм похідних функцій типу Колмогорова-Надя та аналог нерівності Надя. До-

ведений факт еквівалентності між теоремами вкладення класів 
pH , 

pH  і аналогом нерівності Надя. 

 
Работа посвящена исследованию вопроса связи между теоремами вложения функциональных классов и 
неравенствами для норм производных периодических функций одной переменной. Рассмотрены теоремы 
вложения липшицевых  классов, неравенства для норм производных функций типа Колмогорова-Надя и 

аналог неравенства Надя. Доказан факт эквивалентности между теоремами вложения классов 
pH , 

pH  и 

аналогом неравенства Надя. 
 

Work is devoted to research of a question of communication between theorems of an investment of functional 
classes and inequalities for norms of derivative periodic functions in an one-dimensional case. Theorems of an 
investment of lipshic’s classes, inequalities for norms of derivative functions such as Kolmogorov - Nady and 
analogue of Nady’s inequality are considered. The fact of equivalence between theorems of an investment of 

classes 
pH , 

pH  and analogue of inequality Nady’s is proved. 

 
Нехай p – дійсне число, таке, що  p1 . Че-

рез  GLp  будемо позначати простір вимірних на мно-
жині G функцій однієї змінної  tx : RG  , для яких 

функція   ptx  інтегровна у сенсі Лебега. Кожній функ-

ції  tx  поставимо у відповідність число 

 GLp
x : =   p

G

p dttx

1









 ,                     (1) 

що називається нормою елементу x   GLp . У випа-

дку p  нормою x   GL  будемо називати число 

 GLx


: = 
Gt

sup


vrai  tx . 

Нехай  tx   TLp , де T – коло, реалізоване як 
відрізок [0;1] з ототожненими кінцями,  p1 . 
Розглянемо для періодичної функції  tx  та 0  інте-
гральний модуль неперервності: 

 p,x   
pL,x  : =

h
sup ph x .            (2) 

Для фіксованого модуля неперервності   0  

через 
pH  будемо позначати множину функцій 

 tx  pL , для яких     p,x , ( 0 ). 

Клас 
pH   є частинним випадком класу 

pH , ко-

ли   =  , 10   , 10   . 
Зважаючи на те, що функції, які відрізняються на 

сталу ми ототожнюємо на класі 
pH , введемо числовий 

функціонал для функцій з класу 
pH  наступним чином: 


pHx : = 

0
sup

 
 

 p,x
 .              (3) 

1. Теореми вкладення. Задача теорії вкладення 
полягає в тому, щоб з належності функції до одного з 
функціональних просторів вивести належність її до 
інших. Нехай E  і 1E  - два нормовані функціональні 
простори. Кажуть, що E  вкладено в 1E  , та пишуть 
E  1E , якщо, по-перше, усі елементи E  містяться в 

1E  та, по-друге, існує незалежна від  tx  стала c , така 

що: EE xcx 
1

, 1Ex . 

Теорема 1.[ 1 ] (Харді, Літлвуд ) Нехай функція 
 tx 

pH  з 10   та  p1 . Тоді : 

1) якщо 1 p , то  tx qp
qH

11





 при всіх 












p

p,pq
1

; 

2) якщо 1 p , то  tx  еквівалентна непере-

рвній функції  tx1  і  tx1
qp

qH
11





 при всіх 

  ,pq . 
Умови теореми можна переписати у вигляді : 

при 10   ,  qp1 , 
qp
11

   має місце 

вкладення  
pH  qp

qH
11


. 

Теорема 2 [2].(Ульянов) Нехай дані числа 
 qp1  і модуль неперервності   . Тоді для 

того, щоб мало місце вкладення qp LH   необхідно і 
достатньо, щоб виконувалась умова 

 











1

2 1
n

qp
q

n
n  .                      (4) 

Перепишемо необхідну і достатню умову  (4) у 
більш зручному інтегральному вигляді, застосувавши 
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інтегральну ознаку Коші-Маклорена збіжності знакос-

талих рядів :  






















1

0
11 





 d

q

qp

. 

2. Нерівності типу Колмогорова. Нерівності 
для норм проміжних похідних функцій    GLtx r

s,p  

(де      GLGLGL r
sp

r
s,p   ), G=R або T, тобто нерів-

ності виду :  
 

   
 

 
 


1

GL
r

GLGL
k

spq

xxKx              (5), 

де  k , r  Z , k<r , а особливо нерівності зі сталими, що 
не покращуються, відіграють важливу роль у багатьох 
областях математики (див. напр. [5]). В наступній тео-
ремі сформульовані умови існування нерівностей типу 
Колмогорова. 

Теорема 3.[ 3, 4 ] Нехай  s,q,p1 ,  10;  , 
k , r Z , k<r. Для того, щоб для будь-якої функції 

   TLtx r
s,p  мала місце нерівність : 

     


1

s
r

pq
k xxKx                      (6) , 

 з константою K , що не залежить від  tx , необхідно і 
достатньо, щоб показник   задовольняв умову : 






















11

11
1

psr
qskr;

r
kmincr . 

Розглянемо частинний випадок (5) при k=0 , r=1. 
У цій ситуації для функцій, визначених на прямій, Б. С. 
Надь при усіх припустимих значеннях параметрів q , p , 
s довів точні нерівності і описав екстремальні функції. 
Тому нерівності типу :  

     
  1
GLGLGL spq

xxKx                   (7) 

носять назву нерівностей типу Надя. Вони неможливі на 
усьому класі  TLs

1  , тому будемо розглядувати весь 

клас функцій з  TLs
1 , але замість qx  оцінювати, 

наприклад, qx̂x 0 , де 
1

0
0 dt)t(xx  - середнє значен-

ня функції )t(x  на періоді  10;T   (див., напр. [ 5 ]). 
3. Еквівалентність теорем вкладення і нерів-

ностей типу Колмогорова-Надя.  
Дослідимо зв’язок теорем Харді-Літлвуда (Тео-

рема 1) і Ульянова (Теорема 2) про вкладення ліпшице-
вих класів 

pH  і класів 
pH в qL    qp1  з нері-

вностями для норм функцій типу Надя. Так як оператор 

вкладення 
pH  в клас 











qp
qH

11


 обмежений, то цей 
факт означає, що  

  0 ,p,qCC , 
pHx  , 0h   

  









 qp
Hq hxCh,x

p

11

 .                   (8) 

Співвідношення (8) непокращуване у тому сенсі, 

що в правій частині показник степеня 









qp
11

  

взагалі кажучи неможливо замінити на менший. В по-
дальшому П. Л. Ульянов довів, що для вкладення 

pH в 

qL , необхідна і достатня умова : 
pHx  , 

  0 p,qCC xx , 0h    

   
q

h

q

qp

xq t
dt

t

tCh,x

1

0
11











































 . 

З означення вкладення слідує, що оператор вкла-
дення є обмеженим. Також у даному випадку він є лі-
нійним, а слід – неперервним. З неперервності операто-
ру вкладення слідує, що остання нерівність може бути 
представлена у наступному вигляді : 

  0 ,p,qCC , 
pHx  , 0h  

    
q

h

q

qp
Hq t

dt

t

txCh,x
p

1

0
11











































  .               (9) 

Нас буде цікавити частинний випадок нерівнос-
тей Надя. В роботах [3], [4] досліджені умови на пара-
метри ,r,k,s,p,q  , при яких існують нерівності (6). 
Зокрема, у випадку періодичних функцій при qp   
справедлива нерівність  

  1
00 spq xx̂xKx̂x          (10), 

(з деякою константою К, що не залежить від x ) для 
всіх локально абсолютно неперервних функцій х, 

pLx   тоді і тільки тоді, коли: 









qpcr
111 . 

В багатьох застосуваннях нерівностей (6) до за-
дач аналізу випадок максимально допустимого   ви-
явився особливо важливим (роботи [5], [6]). 

Наступна теорема показує, що нерівність Надя 
(10) для ps   при cr   у випадку 1  еквівален-
тна теоремі вкладення Харді-Літлвуда. 

Теорема 4. Нехай  qp1 . Наступні твер-
дження еквівалентні: 

1) 01 C , 1
pHx  , 0h   

  









 qp
Hq hxCh,x

p

111

1 1 ;                 (11) 

2) 02 C , 1
pHx   

qp
H

qp
pq p

xx̂xCx̂x
11111

020 1











 .         (12) 

□ Доведення : Покажемо спочатку, що з (11) слі-
дує (12). При  10;h  через hx  позначимо середню 

Стєклова функції x  з кроком h  :     
h

h dsstx
h

tx
0

1 , і 
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використаємо її для наближення x : 

qhqhq xxxx   . Тоді з (11) слідує, що  

   
0

1 h

h q
q

x x x t x t s d s
h

    

   
0

1 h

q

x t x t s ds
h

       

   
0

1 h

q
x t x t s ds

h
  

   
0

1 1, ,
h

q q
x s ds x h h

h h
       

1 11

11

p q

pHC x h
 
  
 

  , отже  












qp

p
hxCxx Hqh

111

11  .              (13) 

Далі для оцінки qhx  представимо hx  у вигляді 

згортки функції  x  з функцією   
 
 











 h;t,

h;t,
th; 00

01

0 , а 

потім застосуємо нерівність Юнга [7] для згорток з 

показниками ,r,p  де 









qpr
1111  : 

 
q

h

qh dsstx
h

x  
0

1       
q

h; dssstx
h

1

0
0

1

 

1 11
0;

rx x hhp ph r


       

1 1
p q

x hp

 
 
 

 
  .                          (14) 

З (13) і (14) слідує, що для  10;h  :  




















 qp
p

qp
Hq hxhxCx

p

11111

1 1 .        (15) 

Мінімум правої частини реалізується при 
1

1 1


pHp xxh . Однак, немає гарантії, що  101 ;h  . 

Для усунення цього недоліку зазначимо, що співвідно-
шення (15) залишається вірним при заміні x  на 0xx 

  . 

Тепер покладемо 
1

0
0

pH

p

x

xx
h




  і відмітимо, що 

 101 ;h   : це слідує з того, що   10  xx  , а тоді за 
нерівністю Бора-Фавара [8] для функцій з періодом 1 :  

1
4
1

0
pHp xxx 

 . 

Тому з (15) для функції 0xx 
  при 0hh   слідує 

(12) . Для доведення (12) (11) достатньо застосувати 

(12) до функції xh , де 1
pHx  : 













qp
Hh

qp
phqh

p
xxCx

11111

2 1  

   1 1

1 1 1 11

2 2
p p

p q p q
H H

C x h x
 

   
    











 qp
H

qp hxC
p

111

2

11

12 . 

Теорема 4 доведена. ■ 
 
Зробимо три зауваження : 
1. Добре відомо, що нерівності Надя-

Колмогорова в „мультиплікативній” формі (6), (10) 
мають еквівалентну „адитивну” форму з вільним пара-
метром. Зокрема, такою адитивною нерівністю є (15) . 

2. Відмітимо, що в нерівності Надя (12) показник 
степеня при pxx 0


  дорівнює cr , тобто максималь-

ний з можливих. Той факт, що його збільшити немож-
ливо, виявився еквівалентним факту непокращуваності 

показника 









qp
111  у відповідній теоремі вкладення 

(11) . Такий же зв’язок між непокращуваністю цих двох 
показників можна прослідити і в наступних узагальнен-
нях цього результату на класи Ліпшиця. 

 3. Доведене твердження робить правдоподібною 
гіпотезу про те, що у загальному випадку для теорем 
вкладення (8), (9) повинні існувати еквівалентні форму-
лювання у виді деяких нерівностей типу Надя. Відпові-
дні результати викладені в наступних двох теоремах. 

 

Теорема 5. Нехай  qp1 , 









qp
111 . 

Тоді наступні твердження (16) та (17) еквівалентні : 
 
1) 01 C , 

pHx  , 0h   

  









 qp
Hq hxCh,x

p

11

1



 ;              (16) 

2) 02 C , 
pHx  

 


qp

H

qp

pq p
xxxCxx

1111

1

020





 .         (17) 

 
Теорема 6. Нехай  qp1 , а модуль непе-

рервності   задовольняє умову  
 





















1

0 11 t
dt

t

t

q

qp

 . 

Тоді наступні твердження (18) та (19) еквівале-
нтні : 

1) 01 C , 
pHx  , 0h    

   
q

h

q

qp
Hq t

dt

t

txCh,x
p

1

0
111












































  ;            (18) 

2) 02 C , 
pHx    
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q

h

q

qp
Hq t

dt

t

txCxx
p

1

0 1120
0














































 ,           (19) 

де 0h  з  10;  визначається умовою  

 



pH

p

x

xx
h

0
0


  .                          (20) 

Легко бачити, що при    tt  , 









qp
111  з 

Теореми 6 слідує твердження Теореми 5.  
□ Доведення Теореми 6. Покажемо, що (18)   

(19) . 
Для 

pHx  з (18) для  10;h  слідує, що 

 qhxx  

   
1

1 1 1
0

,
p

q q
h

q H
p q

t dtx h C x
t

t







  
       
   


. 

 
Звідси, маючи на увазі (14), маємо : 
  

1 1
p q

q p
x x h

 
  
     

 
1

1 1 1
0

p

q q
h

H
p q

t dtC x
t

t





  
      
   


               (21) 

Це є „адитивна” форма аналогу нерівності Надя. 
Замінимо функцію x  на функцію 0xx 

  і виберемо 

0hh   з умови (20) . Зазначимо, що таке значення 0h  з 
 10;  дійсно існує : 
так як    110   

pHp x;xxx  , то 

 



pH

p

x

xx 0
1




 . Оскільки     
0

0
2
1

h
h

t
t 
  ,  00 h;t  , 

то  

   














































































qh
q

qp

q
h

q

qp
t
dtt

h
h

t
dt

t

t

1

0

11
1

0

0

1

0
11

00

2
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qphhC

11

003
1 1

0
3

p

p p q

H

x x
C h

x 

 
  
 

  . 

Використовуючи це в (21) для функції 0xx 
 , 

отримаємо твердження (19). 
В інший бік, з (19) слідує, що 

 
qq

qp
Hq t

dt

t

txCxx
p

1

1

0 1120














































 , 

а звідси, в свою чергу, слідує (18) [2]. Теорема 6 дове-
дена. ■ 
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