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ИССЛЕДОВАНИЕ ЧАСТОТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ДИНАМИЧЕСКИХ ЗВЕНЬЕВ С 
ПРОИЗВОДНЫМИ ДРОБНЫХ ПОРЯДКОВ 

Введение. В настоящее время в иностраных научных изданиях наблюдается повышенный интерес к 
дробному исчислению вообще [1-2] и применению производных и интегралов дробных порядков в различных 
областях науки и техники [3-5], в том числе и в теории управления [6-9]. Применение в системах управления 
электроприводами ПИД регуляторов, реализующих дробномерные законы управления, позволяет снизить 
перерегулирование, увеличить быстродействие и повысить запас устойчивости по сравнению с аналогичными 
системами, реализующими классические законы управления. Техническая реализация таких производных и 
интегралов может осуществляться несколькими способами: на основании аппроксимационных зависимостей 
Грюнвальда [2], с использованием цепных дробей [7] и путем применения преобразования Фурье [5].  

Постановка задач исследования. Задачей настоящего исследования является анализ частотных свойств 
динамических звеньев с дробномерными операторами дифференцирования. 

Результаты исследования. Первые два способа являются приближенными, более того, возникает сомнение 
в корректности использования аппроксимационных зависимостей для реализации законов управления, 
вызванное зависимостью аппроксимационных коэффициентов [2] от времени работы системы. В то же время 
применение цепных дробей в системах управления требует дополнительных исследований, связанных с 
определением их количества, достаточного для точной реализации заданного закона изменения сигнала. 

Из выполненного анализа следует, что наиболее перспективным при реализации нецелочисленных 
производных является использование преобразований Фурье. 

Для определения дробной производной необходимо выполнить следующие действия: 
1. Для известного сигнала осуществить прямое преобразование Фурье  
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2. Определить Фурье-изображение производной  tf
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       jFjjFD , где   - порядок производной. (2) 
В случае интегрирования сигнала выражение (2) должно быть представлено следующим образом 
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3. Для изображений (2) или (3) выполнить обратное преобразование Фурье  
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Таким образом возникает следующий алгоритм реализации системы управления, в которой используются 
нецелочисленные интегралы и производные: для сигналов задания и обратных связей находятся Фурье-
изображения, регуляторы осуществляют с ними все необходимые преобразования и определяют изображение 
управляющего воздействия, а затем присходит переход к его оригиналу. Предложенный алгоритм достаточно 
просто технически реализуется в соответствии с алгоритмами быстрого преобразования Фурье на современных 
DSP контроллерах. 

Для определения частотных свойств динамических звеньев с дробно-мерными оператором 
дифференцирования введем обобщенную частотную передаточную функцию вида 
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Из выражения (5) в зависимости от коэффициентов ijK  может быть получен ряд передаточных функций, 
приведенных в табл. 1. 

Таблица 1. Частотные передаточные функции 
№ Значения 

коэффициентов 
Частотная передаточная 

функция 
№ Значения  

коэффициентов 
Частотная передаточная 

функция 
1 1KK 0110       jjW1  2 1KK 0011    
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Продолжение таблицы 1 
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Логарифмические частотные характеристики динамических звеньев с передаточными функциями 
 jW1 …  jW6  для значений степеней 1,3

2,2
1,3

1,5
1  показаны на рис.1-6. 

 
 

Рис.1. Частотные характеристики динамического звена  jW1  

 
 

Рис.2. Частотные характеристики динамического звена  jW2  

 
 

Рис.3. Частотные характеристики динамического звена  jW3  
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Рис.4. Частотные характеристики динамического звена  jW4  
 

 
 

 
 

Рис.5. Частотные характеристики динамического звена  jW5  

 
 

 
 

Рис.6. Частотные характеристики динамического звена  jW6  
 

Если показатель степени   будет не вещественным, а комплексным, то графики частотных характеристик 
будут существенно отличаться от известных (рис.7) 
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Рис.7. Частотные характеристики динамического звена  jW1  с комплексным показателем степени   
 
Выводы. Как следует из анализа полученных зависимостей, использование оператора дифференцирования в 

дробной степени позволяет существенно изменить вид  частотной характеристики. При этом появляется 
возможность путем применения полуинтегрирующих и полудифференцирующих звеньев получать фазовые 

сдвиги, отличные от 
2
  и наклоны ассимптот, не кратные 20 дБ/дек. Очевидно, что и фазовый сдвиг и наклон 

ассимптоты зависит от показателя степени производной и может быть определен на основании следующих 
зависимостей 

2max
 , 


 20L

max
. (6) 

Как следует из анализа рис. 3 и 4, с уменьшением числа   уменьшается не только величина фазового сдвига 
при бесконечно большой частоте, но и скорость его нарастания. Одновременное уменьшение наклона 
ассимптот ЛАЧХ создает предпосылки к построению фильтрущих устройств, свойства которых отличаются от 
известных. 

Наиболее примечательной является комбинация в передаточной функции дробных и целочисленных 
степеней оператора дифференцирования и использование операторов дифференцирования, порядок которых 
является комплексным. В этом случае удается получить нелинейные ассимптоты ЛАЧХ и при заранее заданном 
желаемом максимальном фазовом сдвиге изменять темп его нарастания без влияния на постоянные времени 
(рис.5). Аналогичная комбинация в интегро-дифференцирующих звеньях с частотной передаточной функцией 

 jW6  позволяет реализовывать различные корректирующие цепи, обеспечивающие наперед заданные 
показатели качества регулирования. 
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