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Введение. Все большее значение в современном обществе приобретают инфор-

мационные системы и технологии. На них сейчас перекладывается колоссальное число 
функций по представлению, хранению и обработке информации, что в значительной 
степени повышает актуальность контроля достоверности и точности вычислительных 
процессов. 

Известно [1], что многие техногенные катастрофы были обусловлены различно-
го рода вычислительными ошибками, и особое значение этот фактор приобрел в из-
вестных [2, 3] катастрофах в военной и космической областях. 

Нарастание масштабов вычислений и задействованных при этом ресурсов ЭВМ, 
а также постоянно растущие требования к точности результатов теоретических иссле-
дований (математического моделирования) и проектирования сложных технологиче-
ских систем и процессов повышает значимость проблемы машинного представления и 
хранения числовой информации в современных ЭВМ (персональных компьютерах). 

Численное решение большинства практических задач сопряжено, главным обра-
зом, с выполнением операций над действительными (вещественными) числами или так 
называемыми числами с плавающей запятой (точкой). 

Ассоциацией IEEE (Institute of Electrical and Electronics Engineers) был разрабо-
тан и внедрен единый стандарт для представления в двоичном коде чисел с плавающей 
запятой. Полное название этого стандарта – IEEE Standard for Binary Floating-Point 
Arithmetic, ANSI/IEEE Std 754-1985 (ANSI – American National Standards Institute) [4-6]. 
Этот, наиболее распространенный и используемый стандарт, используется многими 
современными аппаратными и программными средствами ЭВМ. В частности, на его 
базе основывается архитектура математических сопроцессоров фирмы Intel. 

На данный момент ассоциация IEEE реорганизована из международной обще-
ственной инженерной организации в коммерческую структуру, в связи с чем авторские 
стандарты IEEE стали коммерческим продуктом и не находятся в свободном распро-
странении и обращении. 

Ограничение доступности указанных стандартов не могло не сказаться на ком-
петентности постановки вычислительных задач и достоверности результатов численно-
го экспериментирования. 

Известные и доступные публикации на тему представления и хранения действи-
тельных чисел в памяти компьютера [7-10] рассматривают лишь вопросы погрешно-
стей результатов при вычислении функций, пути минимизации ошибок, связанных с 
округлением, создания тестов для реализаций математических функций и т.п. 

Постановка задачи. Ранее [11] авторами данной работы исследован и описан 
алгоритм современного подхода к формированию машинного представления и хране-
ния числовой информации в формате с плавающей запятой. 
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Целями же настоящего исследования являются рассмотрение особенностей 
представления, а также вычисление граничных (максимальных и минимальных) значе-
ний числовых данных в стандарте IEEE 754. 

Результаты роботы. Для того, чтобы использовать действительные числа в ма-
шинных вычислениях, необходимо понимать, каким образом произвольное число хра-
нится в ограниченном количестве ячеек памяти. 

Двоичное число с плавающей запятой (binary floating point number) – битовая 
строка, характеризующаяся тремя составляющими: знаком (sign), знаковым порядком 
или экспонентой (signed exponent) и мантиссой (significand). Знаковый бит равен 0 для 
положительных чисел и 1 – для отрицательных. 

Так, число с плавающей запятой можно представить в следующем виде: 
e

n SaaaaaA  13210 .... ,             (1) 

где S – основа системы счисления; 
аі – цифры (0 ≤ ia < S); 
e – порядок или экспонента (не путать с числом e). 

В нормализованном двоичном числе старший разряд всегда равен 1, поэтому в 
памяти его можно не хранить. Это позволяет при сохранении действительных чисел не 
записывать в память заведомо известный старший разряд, а за счет освободившегося 
бита сохранить еще один дополнительный разряд мантиссы (перед вычислениями в 
процессоре «отброшенная» единица восстанавливается). Такой метод хранения носит 
название «скрытая единица» (hidden bit). 

В стандарте IEEE 754 для того, чтобы не хранить в ячейке памяти знак порядка, 
он представляется не как целое число со знаком в явном виде, а в виде беззнакового 
числа, называемого смещенным порядком или характеристикой. При этом характери-
стика (Х) отличается от порядка на некоторую фиксированную для данного формата 
величину, называемую смещением (b): 

Х=е+b.           (2) 
В общем виде, если экспонента действительного числа занимает k бит и нахо-

дится в промежутке от 0 до 2
k–1

, величина смещения порядка или смещения экспонен-
ты (exponent bias) определяется по формуле: 

. 1-2 1 kb                (3) 

Стандарт IEEE 754 определяют несколько возможных типов чисел с плавающей 
запятой, из которых чаще всего используются числа одинарной точности (single 
precision), числа двойной точности (double precision) и числа двойной расширенной 
точности (double-extended precision). Они отличаются диапазоном представимых в них 
значений. Параметры базовых форматов приведены в табл.1. 

 
Таблица 1 – Параметры базовых форматов чисел с плавающей запятой 

Формат Всего бит 
(n) 

Бит  
в порядке (k) 

Бит  
в мантиссе 

 «Скрытый» 
бит 

Смещение  
порядка (b) 

single 32 8 23 + 127 
double 64 11 52 + 1023 

extended 80 15 64 – 16383 
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В стандарте IEEE 754 имеются средства, которые позволяют получать правиль-
ные результаты или результаты с небольшой ошибкой даже в случае выхода получен-
ного во время вычислений значения за границы разрядной сетки. Для этого предусмот-
рено формирование специальных значений. 

В стандарте IEEE 754 минимальный (000…002) и максимальный (111…112)  
п-битовые машинные порядки не служат для кодирования порядков обычных чисел, а 
используются в качестве признака особых специальных значений. 

Суть этого подхода состоит в трактовке кодов с нулевым порядком (000…002) и 
ненулевой мантиссой как специальных значений, которые принято называть денорма-
лизованными числами. При этом используется следующее правило: если код содержит 
все нули в отведенных под порядок разрядах и ненулевую мантиссу, то считается, что 
порядок числа равен 000…0012, а явно не указанная в поле целая часть мантиссы при-
нимается равной нулю. Следовательно, мантисса – ненормализованная, и ее код факти-
чески совпадает с числом. Использование денормализованных чисел - это способ уве-
личить количество представимых чисел с плавающей запятой для повышения точности 
вычислений. 

Таким образом, в обсуждаемом стандарте минимально возможный п-битовый 
машинный порядок нормализованных чисел равен 000…012, а максимально возможный 
– 111..102. 

Для вычисления граничных значений необходимо представить, как они хранятся 
в ячейках памяти. Например, минимальное нормализованное число в формате single 
можно представить в виде, показанном на рис.1. 

 

 
Как видно, мантисса минимального нормализованного числа в формате single 

состоит из 23 нулей. Восстанавливая в мантиссе целую часть, получим ее исходное 
значение 1,02 = 1,010. 

Смещенный порядок минимального нормализованного числа равняется единице в 
двоичном коде и отличается от порядка на величину смещения. Воспользовавшись фор-
мулами (2) и (3), можно рассчитать значение порядка в десятичной системе счисления: 

  .126122 180  e  

Соответственно, используя формулу (1), можно подсчитать значение минималь-
ного нормализованного числа в формате single в десятичной системе счисления: 

 38-1.175494E20,1 126
min  A . 

Таким образом, можно получить общую формулу для расчета значений мини-
мальных нормализованных чисел в различных форматах: 

. 21
min

bA                 (4) 

Используя формулу (4), получим значения минимальных нормализованных чи-
сел для оставшихся форматов: 

Рисунок 1 – Представление минимального нормализованного числа в формате single
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– для чисел двойной точности: 

308-2.225073E22 1022-10231
min  A ; 

– для чисел двойной расширенной точности: 

4932-3.362103E22 16382-163831
min  A . 

Теперь рассмотрим, как хранится в ячейках памяти максимальное число. 
Максимальное нормализованное число в формате single можно представить в 

следующем виде (рис.2): 
 

 
Мантисса максимального нормализованного числа в формате single состоит из 

23 единиц. Восстанавливая в мантиссе целую часть, получим ее исходное значение: 

  .22211 2323  m  

Смещенный порядок максимального нормализованного числа в рассматривае-
мом формате равен 111111102. Воспользовавшись формулами (2) и (3), можно рассчи-
тать значение порядка в десятичной системе счисления: 

  .12712254 18  e  

Итак, наибольшее, представимое в четырехбайтовом поле в формате с плаваю-
щей запятой число равно: 

  383.402823E222 12723
max  A . 

Мантисса максимального нормализованного числа в формате double состоит из 
52 единиц. Восстанавливая в мантиссе целую часть, получим ее исходное значение: 

  .22211 5252  m  

Смещенный порядок максимального нормализованного числа рассматриваемого 
формата равняется 111111111102. Воспользовавшись формулами (2) и (3), можно рас-
считать значение порядка в десятичной системе счисления: 

  .1023122046 111  e  

Наибольшее, представимое в формате double число равно 

  3081.797693E222 102352
max  A . 

При кодировании мантиссы в десятибайтовом поле, в отличие от кодирования в 
двух других полях, ее целая часть не отбрасывается, а указывается в отведенных под 
код мантиссы битах вместе со всеми остальными цифрами дробной части. Это объяс-

Рисунок 2 – Представление максимального нормализованного числа в формате single
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няется тем, что десятибайтовая разрядная сетка используется не только для хранения 
действительных чисел, но и для выполнения над ними различных операций. Если пер-
воначально число в формате с плавающей запятой хранится в четырех- или восьмибай-
товом поле, то перед выполнением какого-либо действия в коде мантиссы этого числа 
восстанавливается единица целой части и производится расширение кода до десяти-
байтовой сетке. Таким приемом обеспечиваются правильность выполнения всех ариф-
метических операций над числами в формате с плавающей запятой и наивысшая воз-
можная точность вычислений. 

Мантисса максимального нормализованного числа в формате extended состоит 
из 64 единиц. С учетом указанного отличия, мантисса наибольшего числа в десятибай-
товом поле равняется: 

  .22211 6363  m  

Смещенный порядок максимального нормализованного числа рассматриваемого 
формата равен 1111111111111102. Воспользовавшись формулами (2) и (3), можно рас-
считать значение порядка в десятичной системе счисления: 

  .163831232766 115  e  

Наибольшее, представимое в формате extended число равно: 

  49321.189731E222 1638363
max  A . 

Полученные граничные значения сведены в табл.2. 
 

Таблица 2 – Граничные значения нормализованных чисел с плавающей запятой 

Формат Максимальное значение Минимальное значение 
single 383.402823E    38-1.175494E  

double 3081.797693E   308-2.225073E  

extended 93241.189731E   4932-3.362103E  
 
Выводы. В работе описано машинное представление и хранение граничных 

(максимальных и минимальных) значений чисел с плавающей запятой в стандарте IEEE 
754. Получены формулы для вычисления и рассчитаны граничные значения в десятич-
ной системе счисления для различных форматов этого стандарта. 

Так как действительные числа – это бесконечное множество, в то время как их 
машинная реализация числами с плавающей запятой представляет собой конечное 
множество, то для создания корректных программ, а также минимизации ошибок вы-
числений важно понимать особенности представления и хранения в ЭВМ граничных 
значений таких чисел. 
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РЕШЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ ЗАДАЧ РАЗМЕЩЕНИЯ-РАЗБИЕНИЯ  
В УСЛОВИЯХ РИСКА 

 
Введение. Под задачей размещения-разбиения (location-allocation problem) 

обычно понимают необходимость размещения набора «производителей» в заданной 
области и при этом распределения всех «потребителей» по «производителям», т.е. каж-
дый потребитель должен быть отнесён к одному или нескольким производителям та-
ким образом, чтобы издержки на транспортировку товара от «производителей» к «по-
требителям» были минимальны, а количество «производителей», размещённых в обла-
сти, было достаточным для удовлетворения спроса всех «потребителей». 

В качестве производителей могут выступать пожарные депо, госпитали, поли-
цейские участки, склады, торговые точки, автозаправки, сервисные центры, банки и 
многое другое. Соответственно, потребителями являются люди или организации, при-
обретающие товары или услуги. 

Отметим, что классификация задач размещения проводится согласно [1] по ос-
новным компонентам этих задач, которыми являются производители, их местоположе-
ние и потребители. 

Одной из важных характеристик является количество размещаемых производи-
телей. Самый простой случай – размещение только одного предприятия, более общий 
случай предполагает размещение одного и более центров. 

Тип предприятия – другая важная характеристика. В простейшем случае все 
предприятия считаются одинаковыми в плане своих размеров и наборов сервисов, ко-
торые они предлагают. Однако часто требуется размещать производства, которые от-
личаются друг от друга, например, больницы и пункты скорой помощи. 
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Модели размещения-разбиения могут также быть разделены на однопродукто-
вые и многопродуктовые модели в зависимости от количества товаров или сервисов, 
которые производит или предоставляет производитель. 

Также во внимание принимается, могут ли производства обеспечивать беско-
нечный спрос или же имеют ограничения на объёмы производства. В этом отношении 
их можно разделить на задачи с ограничениями на производственные мощности и без 
ограничений на производственные мощности. 

Множество допустимых размещений производителя может быть одного из трех 
типов: дискретное, непрерывное или задано на графе, в зависимости от чего строят 
следующие модели: 

– непрерывная модель, в которой позволяется размещать производителей в любой 
точке допустимого множества; 

– дискретная модель, в которой возможные места размещения производителей 
фиксированы и счетные; 

– сетевая модель, которая основывается на теории графов. 
В некоторых моделях задачи размещения-разбиения рассматриваются не как де-

терминированные, с чётко заданными исходными данными, параметрами и зави-
симостями, а в условиях некоторой неопределённости. Такое расширение является 
естественным, так как при решении реальных задач очень трудно, а иногда и невоз-
можно, в силу больших затрат средств или времени, получить достоверную, чётко 
определённую информацию. Следовательно, некоторые функции могут быть детерми-
нированными или вероятностными, что позволяет также классифицировать модели как 
детерминированные и стохастические. 

В данной работе рассмотрена, согласно введённой выше классификации, детер-
минированная непрерывная задача размещения-разбиения с непрерывным спросом без 
ограничений с учётом стоимости размещения производств. Названная задача обобщена 
и сведена к детерминированной задаче оптимального разбиения множеств. Построена 
стохастическая модель задачи размещения-разбиения на случай невозможности полу-
чения полной и точной информации о функциях спроса и метрики, описанных в детер-
минированной задаче. 

Постановка задачи. Ниже приведена постановка задачи размещения-разбиения 
с непрерывной функцией спроса, которая сформулирована в работе [2]. 

В некоторой прямоугольной области 2M R , каждая точка 1 2( , )x x x M  ко-
торой характеризуется функцией спроса ( )x , нужно разместить N  производств i , 

1,...,i N . 
Каждое производство удовлетворят потребительский спрос в одном обслужива-

емом регионе iA M , 1,...,i N . 
Годовые фиксированные расходы предприятий равны ( )i iG G  . 

Общий спрос в каждом регионе iA  определяется через ( )
i

i
A

w x dx  . 

Производственные затраты определяются через ( , )i i if f w = ( ) ( )i i ik a w  , 
1,...,i N , где ( )ik   – фиксированные производственные затраты, ( )ia   – годовые пе-

ременные затраты  на производство единицы продукции. 
Продукция реализовывается в регионах путём доставки каждому потребителю, 

поэтому транспортные затраты зависят от преодолеваемого расстояния. Таким образом, 
затраты на реализацию продукции в каждом регионе iA  составляют 

( , ) ( )
i

i i
A

C s c x x dx   , где s  – стоимость доставки единицы продукции, ( , )ic x   – евкли-
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дова метрика. 
Тогда задача размещения производств в некоторой области с одновременным 

разбиением заданной области, непрерывно заполненной потребителями, на зоны об-
служивания с целью минимизации суммарных транспортных и производственных за-
трат имеет следующий вид. 

Задача А.        
, , 1,.. 1 1i i

N N

i i i iA i N i i
Minimize Z z G f C

 
 

     , 

где регионы , 1,...,iA i N , образуют разбиение области M . 
Результаты работы. Легко показать, что задача А является частным случаем 

непрерывной задачи оптимального разбиения множеств при ограничениях в форме ра-
венств и неравенств из [3], постановка которой приведена ниже. 

Пусть    – ограниченное, замкнутое, выпуклое, измеримое по Лебегу множе-
ство в n-мерном евклидовом пространстве nE . Требуется найти такое разбиение мно-
жества   на N измеримых по Лебегу подмножеств * *

1 ,..., N   (среди которых могут 
быть и пустые) и такие координаты центров * *

1 ,..., N   этих подмножеств в области  , 
которые являются решением следующей оптимизационной задачи. 

Задача Б.  Найти 
 

1 1
1 1({ ,..., },{ ,..., })

min { ,..., },{ ,..., }
N N

N NF
 

 
 

   

при условиях 

1

N

i
i

  ,   0i kmes    , i k , , 1,...,i k N ,   где ( )mes   – мера Лебега, 

( )
i

ix dx b


 , 1,...,i p , 

( )
i

ix dx b


 , 1,...,i p N  ,  

( , ) ( )
i

i ic x x dx l 


 , 1,...,i N , 

где  1 1
1

{ ,..., },{ ,..., } ( )
i

N

N N i
i

F a x dx  
 

   

 ( , ) ( )

i

is c x x dx 






 , 

( )x  – действительная, ограниченная, измеримая и неотрицательная на   функ-
ция, которая характеризует потребительский спрос, 

функции ( , )ic x   – действительные, ограниченные, измеримые по аргументу x  на 
некотором открытом, ограниченном, выпуклом множестве  , и выпуклые по i  на   
для всех 1,...,i N , являющиеся метриками, 

(1) ( )( ,..., )n
i i i    – неизвестная заранее точка подмножества i , 1,...,i N , которая 

является i -ым центром области  , 
1,..., Nb b  – заданные действительные неотрицательные числа, ограничивающие про-

изводственные мощности производств i , 1,...,i N , 

1,..., Nl l  – заданные действительные неотрицательные числа, ограничивающие про-
пускные способности производств i , 1,...,i N . 

Здесь и в дальнейшем интегралы понимаются в смысле Лебега, мера множества 
граничных точек подмножеств i , 1,..., ,i N  равна нулю. 
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Отметим, что задача Б является обобщением задачи А на случай введения огра-
ничений-равенств и ограничений-неравенств на производственные мощности, а также 
дополнительных ограничений на пропускные коммуникации производств. 

Решение задачи Б основывается на едином подходе, суть которого состоит в 
сведении исходной задачи оптимизации определённым образом к негладкой конечно-
мерной задаче оптимизации, для решения которой применяется метод обобщённых 
псевдоградиентов с растяжением пространства, близкий к r-алгоритму Шора. Подроб-
ное обоснование метода решения и разработанный алгоритм приведены в [3]. 

Дальнейшее усложнение модели подразумевает постановку задачи А в условиях 
риска, т.е. когда известны некоторые вероятностно-статистические параметры i , 

0,1,...,i N , функций потребительского спроса 0( , )x   и метрики ( , , )i ic x   , 
1,...,i N . В таком случае получаемая стохастическая задача размещения-разбиения 

может быть сведена к следующей задаче. 
Задача В.  Найти         

1 1
M 1 1

({ ,..., },( ,..., ))
min { ,..., }, ( ,..., )

N N
N NF

 
 

 
   

при условиях 

0M ( , )
i

ix dx b 


 , 1,...,i p , 

0M ( , )
i

ix dx b 


 , 1,...,i p N  , 

0M ( , , ) ( , )
i

i i ic x x dx l   


 , 1,...,i N , 

1 1
1

{ ,..., } {( ,..., ) :  ,
N

N N i
i

         

  0, , , 1,..., }i kmes i k i k N     , 

1( ,..., )N   N , 

где  M 1 1 0
1

{ ,..., }, ( ,..., ) M ( , , ) ( , ) ,
i

N

N N i i i
i

F c x a x dx     
 

        

(1) ( )( ,..., )nx x x  , (1) ( )( ,..., )n
i i i    ; 1,..., Nb b , 1,..., Nl l  – заданные действитель-

ные числа, 1 ,..., Na a  – заданные действительные неотрицательные числа, 
( ) :i i R     ( 0,1,...,i N ) – случайные величины на вероятностном про-

странстве  , ,    с заданными конечными математическими ожиданиями 0 ,..., N   и 

дисперсиями 0,..., N 
 

. 
Функции ( , , )i ic x y  – действительные, ограниченные, измеримые по аргументу 

x  на некотором открытом, ограниченном, выпуклом множестве W  из nE , содержащем 
 , выпуклые по i  на W  и борелевские по iy  на множестве значений случайной вели-
чины ( )i   для всех 1,...,i N ; функция 0( , )x y  – действительная, ограниченная, не-
отрицательная, измеримая по аргументу x  на  , и борелевская по 0y  на множестве 
значений случайной величины 0 ( )  . 

Для решения задачи В можно использовать непрямой метод решения из [4], ко-
торый основан на замене исходной стохастической задачи детерминированным эквива-
лентом, точным для линейных и квадратичных относительно случайных параметров 
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функций, входящих в постановку задачи, и приближённым в остальных случаях. При 
использовании такого подхода отыскивается детерминированное оптимальное разбие-
ние. 

Переход к детерминированному эквиваленту можно осуществить с помощью 
представления случайных функций от параметров состояния, входящих в целевой 
функционал и ограничения задачи, в виде разложения в ряд Тейлора в окрестности ма-
тематических ожиданий случайных параметров с сохранением линейного и квадратич-
ного членов разложения. При этом для построения детерминированного эквивалента 
используется субъективная информация о вероятностных характеристиках случайных 
параметров задачи. 

Такой простой подход к построению детерминированного эквивалента требует 
всего лишь задания субъективных математических ожиданий и дисперсий конечного 
числа случайных параметров задачи и позволяет избежать решения сложной задачи 
определения многомерной совместной плотности распределения вероятностей, к кото-
рой формально сводится определение математических ожиданий из целевого функцио-
нала и функционалов ограничений. 

Для решения полученного детерминированного эквивалента применяется метод 
аналогичный методу решения непрерывных линейных задач оптимального разбиения 
множеств из [3]. 

Полное описание метода решения задачи В приведено в [4]. Ниже приведён ал-
горитм решения детерминированного эквивалента. 

Алгоритм. 
0-й шаг. Область   заключаем в прямоугольный параллелепипед  , стороны 

которого параллельны осям декартовой системы координат, полагаем 0( , ) 0x    при 
\x  . Параллелепипед   покрываем прямоугольной сеткой и задаём начальное 

приближение  (0) (0) (0)( , , ) , ,      . Задаём параметры  , 1 2, , ,hq q n   модификации 
( )r  -алгоритма. 

Вычисляем значения (0) ( )x  в узлах сетки по формулам 

1, если ( , , , ) ( , , , ),
( ) 1,..., , п. в. для  ,

0 в остальных случаях.

i i i i k k k k

i

x x
x k N i k x

       


 


   



        (1) 

где       0
1( , , , ) 1 ( , , ) ( , , ) ( , )
2 i i

i i i i i i i i i i i ix c x c x a x
 

            
           

 

         

 
0 0

0 0
1 1 ( , , ) ( , )
2 i i i i ic x a x

 
      


       0

0 0( , , ) ( , ) cov( , )
i

i i ic x x
 

        

при (0) (0) (0), ,        . Вычисляем значения вектора  (0) (0) (0), ,pg     в узлах 
сетки по формулам 

0 0
0 0 0

1( , , ) ( , ) ( , ) ( ) , 1,...,
2

i
P i ig x x x dx b i p

 
        





       ,                                (2) 

0 0
0 0 0

1( , , ) ( , ) ( , ) ( )
2

i
P i ig x x x dx b

 
        





      
 

                                           
 1 max 0, ( )iS sign   , 1,...,i p N  ,          (3) 
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0
1( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , )
2

i

i i
P i i i i ig c x c x x

 
         





    
 


 

 
0 0

0 0 2
1 ( , , ) ( , ) ( ) max 0, ( )
2 i i i i ic x x x dx l S sign

 
      

     


, 1,...,i N ,        (4) 

  0
1( , , ) 1 ( , , ) ( , , ) ( , )
2

i

i i i i
P i i i i i ig c x c x x

   
          





        
 

   

 
0 0 0

0 0 0 0
1 1 ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) cov( , ) ( )
2 i i i

i i i i i i ic x x c x x x dx     
            

       


 

4min max3 max{0, ( )} max{0, ( )}k k k k
i iS sign x S sign x   , 1,..., ,i N    (5) 

при (0) (0) (0), ,        , (0)( ) ( )x x  . 
Выбираем начальный пробный шаг 0 0h  , полагаем 0 nNB I  , 0 NB I  , 0 NB I   - 

квадратные матрицы  размерностей nN nN , N N  и N N  соответственно. Находим 

 (1) (0) (0) (0) (0)
0 , ,Ph g      , 

 (1) (0) (0) (0) (0)
0 , ,Ph g      , 

 (1) (0) (0) (0) (0)
0 , ,Ph g      . 

Переходим ко второму шагу. 
Пусть в результате вычислений после k , 1, 2,...k   шагов алгоритма получены 

величины ( ) ( ) ( ), ,k k k   , ( 1) ( )k x   в узлах сетки, матрицы kB , kB , kB . 
Опишем ( 1k  )-й шаг. 
1. Вычисляем значения ( ) ( )k x  в узлах сетки по формулам (1) при 

( ) ( ) ( ), ,k k k        . 
2. Вычисляем значения  ( ) ( ) ( ), ,k k k

Pg     в узлах сетки по формулам (2)-(5) при 
( ) ( ) ( ), ,k k k        , ( )( ) ( )kx x  . 

3. Проводим ( 1k  )-й шаг ( )r  -алгоритма обобщённых псевдоградиентов с рас-
тяжением пространства, близкого к r -алгоритму Шора, итерационная формула которо-
го имеет вид 

 
 

( ) ( ) ( )
1( 1) ( )

1 ( ) ( ) ( )
1

( ) , ,

( ) , ,

T k k k
k Pk k

k k T k k k
k P

B g
h B

B g

 


 

  
 

  






  , 

 
 

( ) ( ) ( )
1( 1) ( )

1 ( ) ( ) ( )
1

( ) , ,

( ) , ,

T k k k
k Pk k

k k T k k k
k P

B g
h B

B g

 


 

  
 

  






 

 
 

( ) ( ) ( )
1( 1) ( )

1 ( ) ( ) ( )
1

( ) , ,

( ) , ,

T k k k
k Pk k

k k T k k k
k P

B g
h B

B g

 


 

  
 

  






  . 

4. Если условие 

   ( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ), , , , , 0k k k k k k             ,      (6) 

не выполняется, переходим к ( 2k  )-му шагу алгоритма с новыми значениями величин 
( 1) ( 1) ( 1), ,k k k     , ( ) ( )k x  в узлах сетки и матриц 1kB

 , 1kB
 , 1kB

 , если выполняется, то 
переходим на п.5. 
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5. Полагаем ( ) * ( ) * ( )
* , ,l l l        , ( )

*( ) ( )lx x  , где l  – номер итерации, на 
которой выполнилось условие (6). 

6. Вычисляем оптимальное значение двойственного функционала по формуле 

   M  k 1,...,1 1

, min ( , , , )
N N

i i i i k k k kNi i

G b l x      


  

       , 

где ( , , , )i i i ix    , 1,...,i N , 1,...,j M , задаются формулами 

  1( , , , ) 1 ( , , ) ( , , )
2 i i

i i i i i i i i i ix c x c x
 

         
        

0( , )i ia x   

 
0 0

0 0
1 1 ( , , ) ( , )
2 i i i i ic x a x

 
      


        

0
0 0( , , ) ( , ) cov( , )

i
i i ic x x

 
       , 1,...,i N  при * *

*, ,        , и для контроля 
правильности счёта по формуле  

 * * * * 0
1

1( ), ( , , ) ( , , ) ( , )
2 i i

N

i i i i i i
i

I c x a c x x
 

        




       


0 0 0
* 0 0 * 0 0 *

1 ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , ) cov( , ) ( )
2 i

i i i i i i ic x a x c x x x dx
   

           
         

. 

Алгоритм  описан. 
Выводы. В данной работе рассмотрена классификация задач размещения-

разбиения. Приведена постановка детерминированной непрерывной задачи размеще-
ния-разбиения с непрерывным спросом без ограничений. Названная задача сведена к 
задаче оптимального разбиения множеств с учётом обобщения на случай введения 
ограничений на производственные мощности и пропускные коммуникации. 

Даная задача размещения-разбиения сформулирована в условиях риска, т.е. ко-
гда известны некоторые вероятностно-статистические параметры функций потреби-
тельского спроса и метрики. Решение стохастической задачи получено непрямым ме-
тодом, идея которого состоит в сведении стохастической задачи к её детерминирован-
ному эквиваленту, для решения которого необходимо знание лишь субъективных ма-
тематических ожиданий и дисперсий случайных параметров задачи. Описан алгоритм 
решения задачи размещения-разбиения в условиях риска, который программно реали-
зован и успешно протестирован на ряде модельных задач, где функция метрики имеет 
вероятностно-статистическую природу. 
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УДОСКОНАЛЕНИЙ МЕТОД ФОРЕЛ ДЛЯ КЛАСТЕРИЗАЦІЇ СТАНІВ  

КОМП’ЮТЕРНОЇ ТЕХНІКИ 
 

Вступ. Сучасний стан розвитку суспільства характеризується різким зростанням 
обсягів інформації у різних галузях, що зумовило необхідність широкого застосування 
комп’ютерної техніки (КТ) та, відповідно, спричинило зростання попиту на неї. 

У зв’язку із зростанням кількості та різноманіття комп’ютерної техніки зростає і 
складність задач прийняття рішень щодо експлуатації такої техніки при виникненні не-
справностей в процесі її роботи, оскільки кожен новий її вид має свої особливості фун-
кціонування, що відображається в її станах. Тому доцільною є розробка і удосконален-
ня методів та засобів кластеризації станів комп’ютерної техніки з метою формування в 
подальшому обґрунтованих рекомендацій щодо забезпечення коректного функціону-
вання такої техніки [1]. 

Постановка задачі. Множину станів КТ X необхідно розбити на k непересічних 
підмножини, які називаються таксонами (кластерами), таким чином, щоб кожен з них 
складався із станів, при яких формуються подібні рекомендації щодо подальших дій 
при їх виникненні. 

Результати роботи. Розробка удосконаленого методу ФОРЕЛ для кластериза-
ції станів комп’ютерної техніки. Серед множини методів кластеризації для аналізу 
станів КТ доцільно застосувати метод ФОРЕЛ, який потрібно вдосконалити для усу-
нення недоліків існуючих його модифікацій та адаптації до відповідної предметної об-
ласті. 

До особливостей відомого методу кластеризації станів КТ ФОРЕЛ [2-5] відно-
сять такі:  

- його продуктивність є невисокою; 
- метод є збіжним за скінченне число кроків; 
- в лінійному просторі центром кластера може виступати як будь-яка точка, так і 

стан КТ; 
- на першому етапі обирається один із станів КТ як початковий об’єкт, від якого 

проводитиметься кластеризація, що, в свою чергу, впливатиме на якість розбиття; 
- наявність апріорних знань про діаметри кластерів; 
- відомий метод не враховує особливостей станів КТ, що негативно впливає на 

якість їхньої кластеризації. 
Метод ФОРЕЛ та його відомі модифікації передбачають: необхідність задання 

радіуса кластера R; можливість віднесення до кластера об’єктів з інших таксонів через 
неправильний вибір радіуса, що негативно впливає на достовірність декомпозиції мно-
жини станів КТ, оскільки користувач не має інформації про розміри кластерів. У 
зв’язку з цим запропоновано удосконалення методу, що дозволяє підвищити якість ро-
збиття множини станів КТ за рахунок аналізу отриманих кластерів і виявлення станів, 
які є викидами, а також визначення радіуса кластера R, що враховує допустимі відхи-
лення значень параметрів та характеристик станів КТ і показника якості кластеризації 
η, яка б задовольнила користувача 

    ,
100

100



 MINMINMAXR   1)
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де MINMAX ,  – максимальна та мінімальна відстані між двома станами КТ у множині; 
  – показник якості кластеризації 1000  ; 
  – значення допустимого відхилення відстані між станами КТ. 

Після визначення радіуса центр кластера поміщається в будь-який з некластери-
зованих станів КТ та відносяться до таксона стани, відстань до яких від центра менша 
за R. Після чого визначається новий центр (новим центром кластера стає центр мас 
знайденого таксона) та відбувається повторне формування кластера, до якого відно-
сяться стани КТ, відстань від знайденого центра до яких менша за радіус R. Такі дії ви-
конуються поки центр мас не стабілізується. 

Для унеможливлення появи викидів серед станів всередині кластерів після фор-
мування кожного з них проводиться відповідний аналіз та віднесення їх до множини 
некластеризованих. 

Стани КТ, які належать новому таксону, вилучаються з некластеризованих, а ро-
бота методу повторюється, поки множина некластеризованих станів не буде пустою. 

У формалізованому вигляді алгоритм кластеризації станів КТ ФОРЕЛ (рис.1), в 
основу якого покладено запропонований удосконалений метод, містить такі основні 
кроки. 

1. Формування множини некластеризованих станів КТ 

},,...,,{ 21 nXXXU   2) 
де U  – множина некластеризованих станів КТ; 

n  – кількість станів КТ, що підлягають кластеризації. 
2. Знаходження значень відстаней між некластеризованими точками: 

а) мінімальної 

 ,,min
,,,1,

jiзЕ
jinji

XXaMIN





 
3) 

де  jiзЕ XXa ,  – відстань між станами iX  та jX ; 
б) максимальної 

 .,max
,,,1,

jiзЕ
jinji

XXaMAX





 
4) 

3. Визначення допустимого відхилення відстані  , з використанням зваженої ев-
клідової відстані. 

4. Знаходження значення радіуса кластера з використанням формули (1). 
5. За умови U  (у вибірці є некластеризовані стани КТ): 

5.1. Обрати довільний стан UX 0  випадковим чином. 
5.2. Сформувати кластер станів КТ – сферу з центром в 0X і радіусом R  

  ,,| 00 RXXaUXK iзЕi   
5) 

де 0K  – сформований кластер станів КТ; 
 0, XXa iзЕ  – відстань від стану КТ iX  до центра кластера 0X . 
5.3. Помістити центр кластера в його центр мас 

 



j

i
X jiзЕ

KX
XXaX ,minarg

0
0  

6) 
де 0X  – центр мас кластера. 
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5.4. Виконувати пункти 5.1–5.3, поки центр 0X  не стабілізується. 
 

 inii ,,1

 jnjj ,,1

ji 

U

)(0 Urandomx 

0x

0sum

00 KK 

00 KK 

nXU 

),( 21 xxaMIN 

),( 21 xxaMAX 

  max, ji xxa

),( ji xxaMAX 

  min, ji xxa

),( ji xxaMIN 

  RxxaUxK ii  00 ,|
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Рисунок 1 – Схема удосконаленого алгоритму кластеризації станів КТ ФОРЕЛ 
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Рисунок 1, аркуш 2 
5.5. Знайти 

 
,,,1,

,
0

0

, 0
0

00 Ki
K

XXa
a KXX iзЕ

i 
   7) 

де 0a  – середнє значення відстані між центром кластера та станами КТ, які йому належать. 
5.6. Знайти 

  ,,,1,,maxarg 00max
0

KiXXaX iзЕ
KX i




 
8) 

де maxX  – максимально віддалений від центра кластера стан. 
5.7. Якщо   00max 2, aXXaзЕ  , то 

maxX  вилучити з 0K  

 max00 \ XKK   9) 
та  maxX  додати до U  

 .maxXUU   10) 
5.8. Виконувати пункти 5.6 та 5.7, поки не буде вилучень maxX  з 0K . 
5.9. Вилучити стани, що віднесені до кластера 0K  (як кластеризовані) 

.\ 0KUU   11) 
6. Виконувати п. 5, поки U  (всі стани КТ кластеризовані). 
Отже, удосконалений метод кластеризації станів КТ ФОРЕЛ розраховує радіуси 

кластерів і визначає стани, які є викидами, та вилучає їх з кластерів до множини некла-
стеризованих станів, що дозволило зменшити кількість викидів в кластерах та підви-
щити якість кластеризації. Також на основі удосконаленого методу розроблено удоско-
налений алгоритм ФОРЕЛ. 

Висновки. Таким чином, удосконалено метод кластеризації станів комп’ютерної 
техніки ФОРЕЛ, який передбачає розрахунок радіусів кластерів з урахуванням особли-
востей предметної області, визначає стани, що є викидами та вилучає їх з кластерів. Це 
дозволило підвищити якість кластеризації таких станів на 6%. 
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