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Коротка анотація видання.  У конспекті лекцій розглянуто розділ “Комплексні 

числа”  з дисципліни “Вища математика” для студентів напряму 6.050901  

«Радіотехніка», денної форми навчання. Наведено основні теоретичні відомос-

ті,  приклади розв’язання задач та контрольні питання. 
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§ 1. Комплексні числа та дії над ними 

Комплексним числом називають вираз виду bia  , де a  та b  - дійсні числа, i  - 

уявна одиниця, яка визначається рівністю 12 i . Комплексні числа часто по-

значають однією літерою: biaz  . Число a  при цьому називають дійсною ча-

стиною, а число b  - уявною частиною комплексного числа biaz  . Символі-

чно їх позначають так: 

za Re ,   zb Im . 

Будь-яке дійсне число можна розглядати як комплексне число, в якого уявна 

частина дорівнює 0: iaa  0 . 

Комплексне число yiz  , в якому 0Re z  називають суто уявним числом. 

Два комплексні числа ibaz 111   і ibaz 222   називають рівними тоді і тільки 

тоді, коли 21 аа   та 21 bb  , тобто 









.
,

21

21
2211 bb

aa
ibaiba  

Операції додавання та множення комплексних чисел визначають за наступними 

формулами: 

       idbcadicbia  , 

       ibcadbdacdicbia  . 

Таким чином, дії над комплексними числами виконуються за тими ж правила-

ми, що і дії над двочленами. 

Розглянемо кілька прикладів. 

1.         iiii 263142342  . 

2.       iiii 22132023  . 

3.     iiiiiiii 2346121428323472743724 2 

4.  ii 1  

          12 i , 

          iiii  23 , 

          134  iii  
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          iiii  45 . 

Ми бачимо, що величина ni , де n  - деяке натуральне число, може приймати 

лише чотири значення: i , 1 , i  та 1. Для того, щоб обчислити величину ni , 

треба представити число n  у вигляді kn 4 , 14  kn , 24  kn  або 

34  kn , де k  - натуральне число (інакше кажучи, треба поділити n  на 4 з ос-

тачею) 

  1144  kkk ii , 

iiiii kk  1414 , 

  1111 22424  iiii kk , 

  iiiiii kk  11 33434 . 

Наприклад, 

iiii   33474191 ; 

1254100  ii . 

Число bia   називають спряженим до комплексного числа biaz   і позна-

чають biaz  . Оскільки zz  , то числа z  та z  називають спряженими одне 

одного. Сума та добуток спряжених комплексних чисел завжди є дійсним чис-

лом. Дійсно, для будь-якого числа biaz   

        aibbaabiabiazz 2 ; 

      2222 baiababbabiabiazz  . 

Властивості множення та додавання. 

1. 1221 zzzz      - комутативність додавання 

2. 1221 zzzz       - комутативність множення 

3.    321321 zzzzzz    - асоціативність додавання 

4.    321321 zzzzzz      - асоціативність множення 

5.   3121321 zzzzzzz     - дистрибутивність. 

Рівності 1-5 мають місце для довільних комплексних чисел 1z , 2z , 3z . 
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Означення. Різницею чисел 1z  та 2z  називають число z , для якого 21 zzz  . 

При цьому позначають 21 zzz  . 

Нехай biaz 1 , diсz 2 , yixz  , тоді 

       idycxdicyixbia   звідки згідно з означенням рівності 

двох комплексних чисел одержуємо систему 
















.
;

;
;

dby
cax

dyb
cxa

 

Таким чином, 

       idbcadicbia  . 

Наприклад, 

        iiii 321257527  . 

Означення. Часткою двох комплексних чисел 1z  та 2z   02 z  називають ком-

плексне число z , яке задовольняє рівняння 21 zzz  . При цьому позначають 

2

1
z
zz  . 

Нехай biaz 1 , diсz 2 , тоді 

   i
dc
adbc

dc
bdac

dc
dicbia

zz
zz

z
zz 222222

22

21

2

1












  

i
dc
adbc

dc
bdac

z
z

2222
2

1








                                            (1)             

Формула (1) дозволяє відразу обчислити частку двох комплексних чисел, але 

користуватись нею досить незручно. При розв’язанні прикладів, як правило, 

домножують чисельник та знаменник дробу на число, спряжене до знаменника. 

Приклад 1.1. Обчислити задані вирази 

1.   
    

   


















259
10356

53
5523132

5353
532

53
2

22

2 i
i

iii
ii
ii

i
i  

           i
34
13

34
1
 ; 
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2.  
   і

і
і

ii
i

ii 5
1

5
2

4
2

22
12

2
1

2
1

2 













; 

3.    
  

 
   



















 іі

і
іііі

іі
ii

іi
іі 33

33
3

3
22

21
12

21
1

1
2

1
2  

           іі
10
3

10
9

10
39




 . 

§ 2. Тригонометрична форма комплексного числа. 

Виберемо на площині прямокутнику декартову систему координат. Якщо кож-

ному комплексному числу yixz   поставити у відповідність точку  ух,  

площини хОу , то між множиною всіх комплексних чисел і множиною всіх то-

чок площини буде встановлено взаємно однозначну відповідність. Дійсні числа 

при цьому зображуються точками осі Ох , а суто уявні числа – точками осі Оу . 

Тому вісь Ох  називають дійсною, а вісь Оу  - уявною. Числу 0z  відповідає 

точка  0,0O . 

Приклад 2.1. Зобразити на комплексній площині числа iz 321  ,  iz 42  ,  

23 z ,  iz 214  . 

Розв’язання.  Задані числа зображені на рис. 1. 

 
Рисунок 1.  
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Комплексне число yixz   можна також зображати вектором, початок якого 

знаходиться у точці  0,0 , а кінець – в точці  ух, . Такий вектор називають ра-

діус-вектором точки  ух, . Довжину радіус-вектора називають модулем ком-

плексного числа і позначають z , або r . Кут  , який утворює радіус-вектор то-

чки z  з додатним напрямком осі Ох , називають аргументом комплексного чи-

сла і позначають zArgzArg : . 

 
Рисунок 2. 

При цьому   cosrx  , sinry  ,   тому    irryixz   sincos , 

  sincos irz  . 

Це так звана тригонометрична форма комплексного числа. Кожне комплексне 

число має модуль, причому  z0 , 0z , тоді і тільки тоді, коли 0z . 

Аргумент числа 0z  невизначений, а для всіх інших комплексних чисел аргу-

мент визначається не однозначно, а з точністю до сталого доданку виду k2 , 

де Zk   ( Z  - множина цілих чисел). Наприклад, якщо iz 1 , то аргументом 

z  може бути будь-яке із чисел 
4
 ,  2

4
 ,  4

4
 ,…, тобто, 

   kiArg 2
4

1  , Zk  . 

Головним значенням аргументу вважають те значення кута  , яке задовольняє 

нерівності   . Це значення позначають через zarg . 

kzzArg 2arg  ,  Zk  . 
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Для обчислення z  та zarg  комплексного числа yixz   користуються насту-

пними формулами: 

22 yxz   

 






















.0,0якщо,

;0,0якщо,

;0якщо,

arg

yx
x
yarctg

yx
x
yarctg

x
x
yarctg

yix



  

 













.0якщо,
2

;0якщо,
2arg

y

y
yi 



 

0arg  - невизначений. 

Приклад 2.2. Представити комплексні числа у тригонометричній формі. 

1) iz 22   

2222 22 z , 
42

2arg   arctgz , 







 

4
sin

4
cos22  iz . 

2) iz 31  

    231
22 z , 

3
2

1
3arg  




 arctgz , 
























3
2sin

3
2cos2  iz . 

3) 0z . Це число не можна представити у тригонометричній формі, тому 

що його аргумент не визначений. 

4) iz 5  

550 22 z , 
2

arg   z , 







 

2
sin

2
cos5  iz . 
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5) iz 3  

  330 22 z , 
2

arg   z , 
























2
sin

2
cos3  iz . 

6) 4z  

404 22 z , 0
4
0arg  arctgz , 

 0sin0cos4 iz  . 

7) 16z  

  16016 22 z ,  



16
0arg arctgz , 

  sincos16 iz  . 

8) iz 52   

  2952 22 z , 


 2,68
2
5arctg , 

     2,68sin2,68cos29 iz . 

Приклад 2.3. Зобразити на комплексній площині множину точок z , які задово-

льняють заданим умовам 

1)     5Re1  z   

Розв’язання. Нехай yixz  , тоді 515Re1  xz    (рис. 3) 

 
Рисунок 3 
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2)   2z  

Розв’язання. Нехай yixz  , z  - це відстань від точки  yx,  до початку коор-

динат, тому множина точок z , для яких 2z  - це круг з центром у початку ко-

ординат і радіусом 2 (рис. 4). 

 
Рисунок 4 

3)   
3

2arg
6


 z       

Розв’язання. 

 










3
2та

6
променями

міжязнаходитьс,точка

3
2arg

6


 ух
z    (рис. 5). 

 
Рисунок 5 
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§ 3.  Дії над комплексними числами у тригонометричній формі 

Теорема 1. Нехай комплексні числа 1z  та 2z  записані у тригонометричній фор-

мі: 

 1111 sinicoszz  ,          2222 sincos  izz  . 

Тоді 

    21212121 sincos   izzzz , 

      0zsinicos
z
z

z
z

22121
2

1

2

1  . 

Доведення.  

     22211121 sinicoszsinicoszzz  

   


































    

2121 sin
1221

cos
212121 cossincossinisinsincoscoszz  

    212121 sinicoszz  . 

 
  









22

11

2

1

222

111

2

1
sinicos
sinicos

z
z

sinicosz
sinicosz

z
z  

   
   

   










2

2
2

2
2211

2

1

2222

2211

2

1

sincos
sinicossinicos

z
z

sinicossinicos
sinicossinicos

z
z  

     2211
2

1 sinicossinicos
z
z  

   


































    

2121 sin
1221

cos
2121

2

1 cossincossinisinsincoscos
z
z  

    2121
2

1 sinicos
z
z

 , якщо 0z2  . 

Методом математичної індукції можна довести наступне твердження. 

Теорема 2. Нехай   kkkk izz  sincos  , nk ...,,2,1 , тоді 

    kkkk izzzzzz   ...sin...cos...... 21212121 . 
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У випадку, коли      sincos...21 izzzzz n  , формула приймає насту-

пний вигляд 

     ninziz nn sincossincos     (1) 

При 1z  з рівності (1) одержуємо формулу 

   nini n sincossincos      (2) 

Формулу (1) називають формулою Муавра. Ми одержали цю формулу у випад-

ку, коли n  є цілим додатним числом, але можна довести, що рівності (1) та (2) 

мають місце при будь-якому цілому n .  

Приклад 3.1. Обчислити       
 4

23

7
342

i
iiw




  

Розв’язання. 

iz  21 ,    512 22
1 z , 

464,0
2
1arg 11 


 artgz  (радіан), 

iz 342  ,    534 22
2 z , 

498,2
4

3arg 22 


  artgz  (радіан), 

iz  73 ,      5017 22
3 z , 

000,3
7
1arg 33 




  artgz  (радіан). 

Нехай      sincos iRw  ,    тоді 

 
 

11,0
50

55
4

23

4
3

2
2

3
1 







z

zz
R , 

604,15423 321    (радіан), 

     iiw 011,0109,0604,15sin604,15cos11,0  . 
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§ 4. Добування кореня n -го степеня із комплексного числа 

Означення. Коренем n -го степеня із комплексного числа z  називають компле-

ксне число w , яке при піднесенні до степеня n  дає z , тобто 

zwzw nn   

Якщо 0z , то 0n z  для будь-якого n . Нехай 0z .  

Теорема . Існує рівно n  значень кореня n -го степеня із комплексного чи-

сла    sincos irz    0z .  Ці значення визначаються формулою  







 





n

ki
n

krw n  2sin2cos ,      1...,,1,0  nk  

Доведення. Представимо число z   у тригонометричній формі: 

  sincos irz  . 

Число n zw   також будемо шукати у тригонометричній формі  

)sin(cos  iRw  . 

Згідно з формулою Муавра  

)sin(cos  ninRw nn  . 

Таким чином, zwn  , отже,  

  sincos)sin(cos irninRn  . 

Два комплексні числа, записані у тригонометричній формі, є рівними, 

якщо вони мають однакові модулі, а їх аргументи відрізняються на доданок, 

який кратний 2 , тобто  

        ,nn rRrR   

        
n

kkn  22 
   (k  - будь-яке ціле число). 

Таким чином,  







 





n

ki
n

krw n  2sin2cos                                (1) 

У формулі (1)  n r   -  арифметичне значення кореня з дійсного числа, n  - стала 

величина, а k  може приймати будь-які цілі значення. Позначимо через 0w , 1w , 
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..., 1nw  числа, одержані за формулою (1) при 1...,,1,0  nk .  Усі ці числа ма-

ють однаковий модуль n r , аргумент числа 0w  дорівнює 
n
 , а аргументи інших 

чисел 121 ...,,, nwww  визначаються послідовним додаванням числа 
n
2 . Геоме-

трично це означає, що на площині точки 1210 ...,,,, nwwww  розташовані у вер-

шинах правильного n -кутника, який вписано в коло радіуса n r  з центром у 

початку координат. Отже, всі числа 1210 ...,,,, nwwww  відмінні один від одного. 

Залишається довести, що при будь-якому цілому n  формула (1) дає одне з чи-

сел 1210 ...,,,, nwwww . Нехай k  - будь-яке ціле число. Поділимо k  на n  з оста-

чею: lnmk  ,  де nm,  - цілі числа,  1...,,2,1,0  nl    (l  - остача). Тоді 







 







 









 







 

n
lm

n
l

n
lnm

n
k  2cos22cos)(2cos2cos ,  

аналогічно 





 







 

n
l

n
k  2sin2sin . Отже,  

l
n w

n
ki

n
kr 






 


  2sin2cos , 

що і потрібно було довести. 

Приклад 4.1. Обчислити 3 3 i . Зобразити на комплексній площині усі корені 

та підкореневе комплексне число. 

Розв’язання. Нехай iz  3 . Представимо число z  у тригонометричній формі: 

    213 22
z ,      

63
1arg  


 artgz , 
























6
sin

6
cos2  iz . 

Згідно з формулою (1) 















 





3

2
6sin

3

2
6cos23 33

 k
i

k
iw ,      де 0k ; 1; 2. 
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3

20
6sin

3

20
6cos23

0



iw  

      ii 22,024,1
18

sin
18

cos23 






















 , 
















 





3

21
6sin

3

21
6cos23

1



iw  

      ii 18,143,0
18

11sin
18

11cos23 






















 , 
















 





3

22
6sin

3

22
6cos23

2



iw  

   ii 97,081,0
18

23sin
18

23cos23 






















 . 

Зображуємо числа z , 0w , 1w , 2w  на комплексній площині (рис. 6). 

 
Рисунок 6 

Зауваження. З приведеної вище теореми випливає наступний геометричний 

спосіб побудови коренів п -го степеня із заданого комплексного числа. Спочат-



 16

ку знаходимо n z  і будуємо на комплексній площині коло з центром у початку 

координат і радіусом n z  та саме число z . Радіус-вектор точки z  та додатний 

напрямок осі Ox  перетинають коло відповідно у точках A  та B . Точки A  та B  

поділяють коло на дві дуги. Виберемо меншу дугу і поділимо її на п  рівних ча-

стин (якщо дуги однакові, то вибираємо верхню). Найближча до B  точка поді-

лу і буде числом 0w . Далі будуємо правильний п -кутник, вписаний у коло, так, 

щоб точка 0w  була однією із його вершин. Для цього відкладемо від точки 0w  

проти годинникової стрілки кут рівний 
п
2  - це буде число 1w . Далі від точки 

1w  відкладемо у такому ж напрямку кут 
п
2  - одержуємо точку 2w , і так далі. 

На рисунку 7  приведено приклади такої побудови при 5п . 

 
Рисунок 7 

§ 5. Показникова форма комплексного числа 

Показникова функція комплексної змінної визначається рівністю 

)sin(cos yiyee xiyx  . 

Наприклад, 
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4
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ieieee

iz 


, 

якщо iz
2


 , то iieee
iz 

























2
sin

2
cos02

0 


, 

якщо az    (a  - дійсне число), то aaiaaz eieeee   )0sin0(cos0 , таким 

чином, при дійсному z  функція ze  - це звичайна показникова функція. 

Властивості показникової функції. 

1. 2121 zzzz eee  . 

2. 
2

1
21

z

z
zz

e
ee  . 

3. Якщо m  - ціле число, то mzmz ee )( . 

4. ziz ee  2 . 

Якщо число z  є суто уявним числом, тобто iyz  , де y  - дійсне число, то 

отримуємо формулу 

yiyeiy sincos                                                   (1) 

Формулу (1) називають формулою Ейлера. Замінимо у формулі Ейлера y  

на y : 

)sin()cos( yiye iy   

yiye iy sincos                                             (2) 

Складемо рівності (1) та (2) почленно, отримуємо  yee iyiy cos2  , отже, 

2
cos

iyiy eey


 . 

Для того, щоб виразити ysin , віднімемо почленно рівності (1) і (2): 

yiyyiyee iyiy sincossincos   ,    yiee iyiy sin2  , 

i
eey

iyiy

2
sin


 . 

Представимо довільне число 0z  у тригонометричній формі: 
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)sin(cos  irz  . 

Згідно з формулою Ейлера  iei  sincos , отже,  
irez    -  показникова форма комплексного числа. 

Приклад 5.1. Представити число iz  1  в показниковій формі. 

Розв’язання.  

21)1(|| 22 z ,  
4

3
41

1arg  


 arctgz ,  отже, 

i
eiz 4

3

21


 . 

§ 6. Питання для самоконтролю 

1. Дайте означення комплексного числа.  

2. Які комплексні числа називають суто уявними? 

3. Які комплексні числа називають рівними? 

4. Як відбувається віднімання та додавання комплексних чисел у алгебраїч-

ній формі? 

5. Як обчислювати ni , де n  - деяке натуральне число ? 

6. Які комплексні числа називають спряженими? Чому дорівнює сума та до-

буток спряжених комплексних чисел? 

7. Сформулюйте властивості множення та додавання. 

8. Як обчислювати частку комплексних чисел у алгебраїчній формі? 

9. Як знаходити модуль та аргумент комплексного числа? У чому полягає 

геометричний зміст модуля та аргумента? 

10. Що називають головним значенням аргумента? 

11. Яке число не можна представити у тригонометричній формі? 

12. Як відбувається множення та ділення комплексних чисел у тригономет-

ричній формі? 

13. Запишіть формулу Муавра. 
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14. Що називають коренем n -го степеня із комплексного числа? За якою фо-

рмулою знаходять корінь? Як розташовані на площині корені  n -го сте-

пеня із комплексного числа? 

15. Опишіть геометричний спосіб побудови коренів п -го степеня із заданого 

комплексного числа. 

16. Як визначається показникова функція комплексної змінної? 

17. Сформулюйте властивості показникової функції. 

18. Запишіть формулу Ейлера. 

19. Як записуються комплексні числа у показниковій формі?  
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