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���� ��� !�����"� ������#��#� � � � � � � � � � � � � $
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����� *%��'� ���%���	#&�! � '%&�()&�! �'����(����+ ')��+� � � � � � � ��
����� *%��' ,������"� -(%�.%��# '	# '����(����+ ')��+� � � � � � � � �/
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���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
���� ��, '��) -"	)'1 23�+ 0�	
����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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��5 6�������)��# ��	%���� '	# 3)������"� )�)	�- -�,�)1%�
� � � � � � � � 5
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�� ;��0(%��3��� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �<
��� 8�)	#��% ��)�� �)��# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �$

����� 6�,�� � 	
���"� ���%��)	 ��)�� �)��# � � � � � � � � � � � � � � 5�
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��(�Q2�%��) "�)0��) R ��� 	#���2 �,	)��2 FGST>CA� UF�A?FA� V� -),%-�%3 R !! .��'@
��� ��-������ W% �, (��	%��� �%�. -) ��%� ��(� (�1	�����#(�� #�� �)')2�
 � 3)���
�,3��	2�)	
�� -)��,�� 6�%� V� ���Q#-)�% - "�)0�3��(� �,�)-)(�� -)�1'� ���	��)	�
 	2'��� ��'��V%��� ���%�%�� X% ���)'���� �'��R2 - �)���� 	#���.�+ �0%� ��(@
�Q2�%���! "�)0��� R �����%��# ��- )	
��+ %0%���� � ���"�)( �)��# �"���

���%�%� ��-��,����� '� ���"�)( �)��# ��- )	
��+ %0%���� ��'.���+� � '� '��	�@
'1%�
 � &�� �0%�� �� #� �)�	�'��� '� ��#�� ,%-	�3� � ,	��)&��� X)(� -)' ()�� '%��	
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��#3%�) �%� ������( (%��')(� -���%() (%��')( U>�H�[�U�G? � \][A^ACU�

_)��� ����,��� �%�% �) ��,� 0 ��&�! ��'"������ 3��)3) '� ��,��� - �)������2
"�)0���2� ` ����,��� ��'�,�)1%�� �%(�� ���Q#-)�� - �,��,��2 -�,�)1%�
 � -)')3%2
����� ')��+�

�



������  

�����	
 ����
����

�	� �������� ��������	

��	�� R �%- 	
�)��( ������#��# ����	) � ������&� ��) � ��%����� V� ()R '��1�� 
+��	� ��' �OO ?S '� 4OO ?S� 8������) 	2'�
��"� ��) ()R ��� ���� �%&%������� ��@
1��� - #��+ ��'����')R -) ������#��# ����	) ��-�)3%��! 3)����� ��%��� � a%��%����
��� �%&%������� ���� ���+ � ������&� b �)	�3��� #�� %0%������ ��	
�� �) �)'-��3)���
��-
��+ ����#+ ����	) =�,�)-�� �)1 3� b ��3��� -��I� 7�3) '	# -�� ���� '���)@
��
� �)1	���� ��#��! ��	� '	# ������#��# ��	
�� ���� �% ����� 2�
� N���	
�� '	#
������#��# ��	
�� ��� 2�
 ����� ��� ���� �%&%������� �� �)(% ��� ��	���� ��(��@
�%��� �%�,+�'�� '	# ���� ��	
�� �

c� ���+ ��� 23�+ ��	����+ (�'%	%� �)�,�	
. ��� 	#��� �)�� ��� ��%'��)�	%��#
��	
���� =�������� ��	
����I

• ��� b (�'%	
 -(�. �)��# ��	
���� =,)-��) ��(�Q2�%��) (�'%	
I�

• �K�d b (�'%	
 ��'��()��# ��	
���� =���������� R�
�# ��� ��	
�����( '� &�I�

• ���� ���� ����� =���������� 2�
�#  ��'%� @ ����%()+I�

����% 1�'�) - &�+ (�'%	%� �% ')R ��� !������ ���� 3%�%- ���)	
����
 =D>AI� �)@
��3%����
 =U]C>�]C�G?I � #���)����
 =���BDC?AUUI� _	# �)��"� ��' ���� ��	
���� ��@
�������� 2�
�# ��.� ��	���� (�'%	�� �)�� #� Pe� � Pe�� ;	% ��� &� ����%(� �)� 3�
��)�.% ���������� 2�
 ��� ��0��()&�2� �'%�1)� - �)(%�� ),� -� ��)�%�)�

����� #� �
��$ �
����
 %&'

X)���.��%��.�2 � 3)��� ���������� �)��2 � ��(�Q2�%���� "�)0�&� (�'%		2 R (�@
'%	
 -(�. �)��# ��
�+ ,)-���+ ��	
���� b 3%�����"�� -%	%��"� �) ���
�"�� c(�. �)@
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���� � ��-��+ ������&�#+ '�-��	#R �'%�1)�� ��2 ��	��� �)	��� �
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` � ,� ��	
���� (�'%	� ��� ��3)��� ����'��)� ��'����')R 3����( ��	
�� � ) �)
'�)"��)	�� V� �'% ��' ��3)�� ����'��)� ��� ,)-��� ��	
��� -(�. 2�
�# � �'�)�����
������&�!� ��( '�)"��)	
 (�����
 ��� ��'����� ����"� ��' 3����"� '� ,�	�"��

����%�  -�Q#-� - ��(� V�  ��'����)+ ����"� ����	� ���� ��	�'�2�
 ��V�2 ���%�@
�������2� ��1 �%(��� '	# �%�%����%��# ��	
���� - ������� ���  ��'����� ����"�
���������� R�
�# 0��( 	)

Rg = Gg = Bg =
1

256
(77R+ 150G+ 29B + 128).

*�'%	
 ��	
���� �K�d =�f]? @,	)������� K]BA?C] @ � �� ������ �A^^G\ 1��@
���I �%)	�- R�
�# �) �������#+� #�� ���������� 2�
 ����&�� ��"	��)��# ��	
�����
N���	
�� 3����� ��+�'��
 ��� ��"	��)��� ���+� V� �)1�� �%)	�- �)�� �) ��)���@
&�� �� � &�� (�'%	� ���������� R�
�# V% 3����� ��	�� @�^]Fd� i�V� ��� ��(���%���
��	
���� ��' 2�
�# 3��	)(� ��' O '� �55� �� ()R (��&% �),	�&# �%�%��' �)��#⎛⎜⎝ C

M
Y

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ 255− R
255−G
255− B

⎞⎟⎠ .
����� (
����
� �� ��
�) *+,- *./- *0102�

��� 	#�����
 ��� (�'%	� ��#��2R�
�#� �%�. -) ��%� ��(� V� ��'�,�)1%��# ��	
�� 
�) %��)�� (������) �%)	�- R�
�# �)(% -(�. �)��#( ,)-���+ ��	
����� ����% �%	�@
��( �%'�	���( &�R! ����%(� R �������)�����
 ���+ ��	����+ ��(���%����� W%� 3�����
���( 	2�)� ��#� ��.�+ ����%( �%�%�%�%��# ��	
����� � #��+ ������% ��0��()&���%
�)�)��)1%��# �%�% �'�) ��	���) ��(���%��) b 	2(��%�&%���) ��	)'��) =#���)����

-�,�)1%��#I� _	# '�����%��# 	2(��%�&%����! ��	)'���! '� ���"��)	
��"� ��"�)	 
��� 2�
 '�� ��	���� ��(���%���� 8�� �� �) &�+ ��(���%���� ��-�)3)R � ),� ��. 
����%( �%�%�%�%��# ��	
���� b ���� ���� ������

` �$5 �� X)&���)	
��� ��(��%� - �%	%��-����+ ����%( =jke� b j]C�G?]^ kA^A[�U�G?
efUCAS �GSS�CCAAI �����#� #� ��)�')�� ��	��� ����%( ���� -)����)� �) (�'%	�
*�N l�:� a%�%- �,(%1%��# �) .���� �( "� ���� ��)��#� #���)����
 ��-�)3)R�
�#
�'��R2 ����'��)��2 �� 8�"�)	 � -)�()R ������ 3)���� �( "� 3)���� =O@� *"&I�
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���3�( � �
�( ������&�! 3%�����"�� -%	%��"� � ���
�"� �������+ ��	
���� jke�
��,�)�� �)�� V� ��� ��'����')R ������ ��%���)	
��! 3 �	������ ��)� ` ��"�)	� � (����@
�
�# ��0��()&�# ��� #���)����
� ��( � 3����@,�	�( �%	%,)3%��� ���������� R�
�#
��	
�� &# ����'��)�)� _	# ��"�� V�, �%�%')�)�� ��	��� ��,�� ��� � �)��3%����
� -) '�@
��(�"�2 � 13�! �( "� 3)����� ��)+�� 2�
�# '%#�� ���,	������ -�����"� ������#��#�
c���%()� 3�( (%�.% ��%'(%�� ��( "��.% ��-��-�#R�
�# ��"� ��	��� ) �,QR���� (%�.�
�%���"� ��-(�� � -')2�
�# 3����@,�	�(�� i�V� 1 �,QR�� (%�.% -) '%#� (���()	
� 
(%1 � �� ��"� ��	�� �-)")	� �% �����()R�
�#� ` ����%(� ��� ��0��()&�# ��� ��� �
�)��3%����
 ��	
�� ��%'��)�	#R�
�# -) '���(�"�2 	������+ ��(,��)&�� ��-��&
 3%�@
����"�� -%	%��"� � ���
�"� ��	
���� � -�)3%��# �� ����'��)�) ��	
�� � =���0)-���
��"�)	I ��'����')R ��	
��)( ��' ��()�)�3���"� '� -%	%��"�� ��,�� m�%�	�(m���)(� �
=���%"���)��� ��"�)	I @ ��' -%	%��"� '� � �� ����"�� ��,�� ���( ��.�(� ����'��)�)
� -)�()R �( " 3)���� ���,	�-�� ��5 *"&� ) � @ ��	
�� O�/*n&�

_	# -�Q#-� (�1 ��� � ��� ���������� R�
�# �������
⎧⎪⎨⎪⎩
Y = 0.299R+ 0.587G+ 0.114B,
I = Red− Cyan = 0.596R− 0.275G− 0.3216B,
Q = Magenta −Green = 0.212R− 0.523G+ 0.311B,

�� ��'����'��� ⎧⎪⎨⎪⎩
R = Y + 0.956I + 0.621Q,
G = Y − 0.272I − 0.647Q,
B = Y − 1.107I + 1.704Q.

��(���(�� V� '	# ��)'�&����"� �'��,)�����"� '�)�)-�� -(��� ,)-���+ ��	
����
���� �,	)��
 -�)3%�
 � ��' O '� �55� � -(��2R�
�# � ���(�1� ��' O '� ±152� ) � �
���(�1� ��' O '� ±134�

��	����� ������� ��� ���������� R�
�# '	# �%�%')3� ��	
�����"� -�,�)1%��#
� �%	%��-����+ ����%()+ Lo9 =LD]UA o^CA�?]C�G? 9�?AI � eE�oK =eAp>A?C�A^ �G>^A>�
o[AF KqASG��A G� eAp>A?C�]^ �G^G� \�CD KASG�fI�

8�����'��.%��#� V� '�-��	#R -�Q#-)�� ��(���%��� ��� - ,)-���(� ��	
��)(�
���� ��"	#')R �)��( 3���(⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Y = 0.299R+ 0.587G+ 0.114B,
U = −0.147R− 0.289G+ 0.436B

= 0.492(B − Y ),
V = 0.615R− 0.515G− 0.100B

= 0.877(R− Y )

�� ��'����'��� ⎧⎪⎨⎪⎩
R = Y + 1.140V,
G = Y − 0.395U − 0.581V,
B = Y + 2.032U.

��(���%��� ��� ���Q#-)�� - ��� �)��( 3���([
I
Q

]
=

[
0 1
1 0

] [
cos 330 sin 330

− sin 330 cos 330

] [
U
V

]

�



c)-�)3�(�� V�� #�V� ,)-��� ��	
��� ��� -(��22�
�# � '�)�)-��� ��' O '� �55� ��
�,	)��
 -�)3%�
 � �)��1 ��' O '� �55� ) � 	%1��
 � '�)�)-��� ��' O '� ±112� ) � ��'
O '� ±157�

��	����� ������� ����� =	2(��%�&%���) ��	)'��)� +��()��3��� 3%������� +��@
()��3��� �����I R �)�,�	
. ��.��%��( �%�%' ��(�Q2�%���+ ��'%� @ ��)�')����� 8)@
(% &%� ��	����� ������� ���������� R�
�# � �)��+ ��� 	#���+ 0��()�)+ #� MLE��
KLE�� dGH]hQU LDGCG ���� ������� ����� R ()�.�),��)��( � �'�� ,)�� =�� ��1���
��(���%���I ��	����� ������� ����

��� R '%��	
�) (�'�0��)&�� &
�"� ��	����"� ������� � ` �����@erk� ��	���)
��(���%��) � -)�()R < ,�� � -(��2R�
�# � '�)�)-��� ��' �/ '� �5� �,	)��
 -(��� �� �
�� ��' �/ '� ��O� ⎧⎪⎨⎪⎩

Y = 0.299R+ 0.587G+ 0.114B,
Cb = −0.172R− 0.339G+ 0.511B + 128,
Cr = 0.511R− 0.428G− 0.083B + 128,

�� ��'����'��� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
R = Y + 1.371(Cr− 128),
G = Y − 0.698(Cr − 128)
−0.336(Cb− 128),

B = Y + 1.732(Cb− 128).

i� ��'��� ��' ��1�% -�)3%��# ��	����! ��(���%��� ��'��'��
�# �� ����( ,��� ��
�'%�1)�) ����%() �%�%�%�%��# ��	
���� �% �������2 ���������� R ��'�	%�� �%� ����
_	# ��"�� V�, ()�� �)"�' �������2 ���������� �)�� ,)��� ��'�	%��� ��' ��1� ��@
	��� ��(���%�� � �'%�1)�� (%��' ���� ��	
���� (�1�) (�'%���- �)�� �)��( 3���(⎧⎪⎨⎪⎩

Y = 0.257R+ 0.504G+ 0.098B + 16,
Cb = −0.148R− 0.291G+ 0.439B + 128,
Cr = 0.439R− 0.368G− 0.071B + 128,

�� ��'����'��� ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
R = 1.164(Y − 16) + 1.596(Cr − 128),
G = 1.164(Y − 16)− 0.813(Cr − 128)
−0.391(Cb− 128),

B = 1.164(Y − 16) + 2.018(Cb− 128).

` �����@Prk� ��	���) ��(���%��) � -)�()R < ,�� � -(��2R�
�# � '�)�)-��� ��'
�/ '� �5� �,	)��
 -(��� �� � �� ��' �/ '� ��O�⎧⎪⎨⎪⎩

Y = 0.213R+ 0.715G+ 0.072B,
Cb = −0.117R− 0.394G+ 0.511B + 128,
Cr = 0.511R− 0.426G− 0.047B + 128,⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

R = Y + 1.540(Cr− 128),
G = Y − 0.459(Cr − 128)
−0.183(Cb− 128),

B = Y + 1.816(Cb− 128).
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��(�Q2�%��) �%)	�-)&�# &
�"� ������� ��	
���� �)�� ��)⎧⎪⎨⎪⎩
Y = 0.183R+ 0.614G+ 0.062B + 16,
Cb = −0.101R− 0.338G+ 0.439B + 128,
Cr = 0.439R− 0.399G− 0.040B + 128,⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
R = 1.164(Y − 16) + 1.793(Cr − 128),
G = 1.164(Y − 16)− 0.534(Cr − 128)
−0.213(Cb− 128),

B = 1.164(Y − 16) + 2.115(Cb− 128).

` ��)�')��� MLE��OOO ���������� R�
�# �)�� ��) �+%()⎧⎪⎨⎪⎩
Y = 0.299R+ 0.587G+ 0.144B,
Cb = −0.16875R− 0.33126G+ 0.5B,
Cr = 0.5R− 0.41869G− 0.08131B,⎧⎪⎨⎪⎩
R = Y + 1.402Cr,
G = Y − 0.34413Cr− 0.71414Cb,
B = Y + 1.772Cb.

s% �'��R2 (�'�0��)&�R2 R ��-��,�) EA]UCS]? dGH]h �GST]?f b ��	����� ���@
���� LDGCG���� _	# &
�"� ��	����"� ������� 	2(��%�&%���) ��	)'��) � +��()��3��
��"�)	� -�)+�'#�
�# �)��( 3���(⎧⎪⎨⎪⎩

Y = 0.213R+ 0.419G+ 0.081B,
C1 = −0.131R− 0.256G+ 0.387B + 156,
C2 = 0.373R− 0.312G− 0.061B + 137,⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

R = 0.981Y + 1.315(C1− 137),
G = 0.981Y − 0.311(C1− 156)
−0.699(C2− 137),

B = 0.981Y + 1.601(C2− 156).

_	# ��"�� V�, �%)	�- �)�� .��'�% ��'���	%��# ��	
�� � ���������� 2�
�# 0��@
( 	�� V� �1��)2�
 ��-��'�	 ��	
�� �) 3��	) ����� �� �%�� 3��	) '�)� ��,�� �����@
'��
�# ��-��'�	 ,�����( -� .%��#(� ����%'%(� �)�� 0��( 	�t⎧⎪⎨⎪⎩

Y = 1
23

(7R+ 14G+ 2B) ,
Cr = 4

69
(8R− 7G− B) ,

Cb = − 4
23

(R + 2G− 3B) ,⎧⎪⎨⎪⎩
R = Y + 3

2
Cr,

G = Y − 1
4
(3Cr + Cb),

B = Y + 7
4
Cb.
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Y =
1

3
(R+G+B),

��,�� � ����()R -�)3%��#� V� 	%1)�
 �) "�	����� '�)"��)	� � ,) ��	
���� RGB�
��+�,�) ��'���	%��# ��1��"� ��	
�� &�R! ��	)'���! , '% '�����2�)��

∆R = R− Y =
2

3
R− 1

3
G− 1

3
B;

∆G = G− Y =
2

3
G− 1

3
R− 1

3
B;

∆B = B − Y =
2

3
B − 1

3
G− 1

3
R.

_)	� -�)�'%(� #��)���)V% �),	�1%��# �)�� ∆R,∆G �'��R2 ��(���%���2 U t

U =
1

2
(∆R + ∆G) =

1

6
R+

1

6
G− 1

3
B.

��+�,�) ��'���	%��# ��(���%��� � , '% ����)

∆2G = ∆G− U = −1

2
R +

1

2
G.

i��)���)V% �),	�1%��# �)�� ∆B,∆2G ��(���%���2 V , '% �)��(

V =
1

2
(∆2G+ ∆B) = − 5

12
R+

1

12
G+

1

3
B.

6 �%- 	
�)�� �'%�1 R(� ����� ��	����� ������� ���� V� ��-�)3)R�
�# �������#(�

Y =
1

3
(R+G+B),

U =
1

6
R +

1

6
G− 1

3
B,

V = − 5

12
R+

1

12
G+

1

3
B.

6���. 23� -������ -)')3 � �'%�1 R(�

R = − U − 2V ;

G = + 3U + 2V ;

B = Y − 2U.
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y = e−a2 x2

.

X) �)�� ���+ ����	)')+ ��-"	#�%(� 0 ��&�2 n) �) ��"	#' 

y = 2−
1
2
x2

.
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9]?FxGU�=yI =

⎧⎨⎩ sin πx
πx

sinπ x
2

π x
2
, |x| < 2

0, |x| ≥ 2,
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9]?FxGU=yI =

⎧⎨⎩ sin πx
πx

sinπ x
3

π x
3
, |x| < 3

0, |x| ≥ 3.
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��	23��I �) ���� '������ �	�V���� w)��1 , '%(� ��)1)��� V� -)')�) '%#�) 0����@
�)�) 0 ��&�# ϕ(x, y) �)�)� V� ϕ ∗ Const(x, y) = Const � &%���)	
�� (�(%��� #��!

mν,µ =
∫ ∫

R
2
xνyµϕ(x, y)dxdy =

∫ ∫
D

xνyµϕ(x, y)dxdy

-)'���	
�#2�
  (��)(

mν,µ = mµ,ν , m2ν+1,µ = mν,2µ+1 = 0,

) �)��1� '	# ��'���	%��# �����)��� �%�,+�'�% �����)��#  (��� m0,0 = 1�
{ '%(� ��)1)��� V� ��0��()&�# ��� 0 ��&�2 f -)')R�
�# (��1���2 0 ��&���)@

	��
c2i,2j =

∫ ∫
R

2
f(x+ 2ih, y + 2jh)ϕ(x, y)dxdy,

��



'% h b ���� �%.���� �) i, j ∈ Z�
_	# ��'���	%��# 0 ��&�! f  � -	)+ �%.���� (ih, jh) ��, ' R(� �)�� ���� )	"�@

���( =��� (%��') u �"%@� ��)I� X) �%�.�( ���&� ��, ' R(� �%������ �&�2 0 �@
�&�! f  � -	)+ (2ih, 2jh)

f̂2i,2j = α0c2i,2j +
α1

4
(c2i−2,2j + c2i+2,2j + c2i,2j−2 + c2i,2j+2)+

+
α2

4
(c2i−2,2j−2 + c2i+2,2j−2 + c2i−2,2j−2 + c2i+2,2j+2) +

+
α3

4
(c2i−4,2j + c2i+4,2j + c2i,2j−4 + c2i,2j+4) .

X) �)�� ���( ���&� �,3��	%(� �%������ �&�2 0 ��&�! f  � -	)+ ((2i+1)h, (2j+1)h)

- ��������)��#( ����()��+ -�)3%�
 f̂2i,2j -) ��)��	�(

f̂2i+1,2j+1 =
β0

4
(c2i,2j + c2i+2,2j + c2i,2j+2 + c2i+1,2j+2) +

+
β1

4

(
f̂2i,2j + f̂2i+2,2j + f̂2i,2j+2 + f̂2i+1,2j+2

)
.

X)�%.��� -  �)+ �)��#( ���+ ����()��+ -�)3%�
� -�)�'%(�

f̂2i+1,2j =
γ0

2
(c2i,2j + c2i+2,2j) +

+
γ1

2

(
f̂2i,2j + f̂2i+2,2j

)
+
γ2

2

(
f̂2i+1,2j−1 + f̂2i+1,2j+1

)
.

;�)	�"�3�� �,3��	�(� -�)3%��# f̂2i,2j+1�
6�'����'��� (%��' ��-�)3�(� 3%�%- F (C, f, ϕ)�

7��
�5 � ��� ����� ��� ����� F (C, f, ϕ) ��� ��
�� ��

fi,j − F (C, f, ϕ, ih, jh) = fi,j − f̂i,j = O(h6), =���I

��������� � ���������� ��� ���������� ������
 ������ ϕ �����������
 ������

m0,4 = −5m0,2, m2,2 = −m0,2, =���I

� ��
 ����� �������� ����������� ������ �
������
�� �������
� �
���

α0 = 1 +
5

8
m0,2 − 1

16
m2,2 +

5

16
m2

0,2 −
1

32
m0,4,

α1 = −2

3
m0,2 +

1

8
m2,2 − 1

2
m2

0,2 +
1

24
m0,4,

α2 = − 1

16
m2,2 +

1

8
m2

0,2,

α3 = − 1

96
m0,4 +

1

24
m0,2 +

1

16
m2

0,2,

β0 = − 1

m0,2
, β1 = 1 +

1

m0,2
,

γ0 = − 1

2m0,2
, γ1 =

1

2
+

1

2m0,2
, γ2 =

1

2
.

��



_������ ���������� 23� 0��( 	 w%�	��) � ���	� ��3�� (2ih, 2jh)� �'%�1 R(�

c2i,2j =
∫ ∫

R2
f(x+ 2ih, y + 2jh)ϕ(x, y)dxdy =

= f2i,2jm0,0 +
h2

2

∂2f

∂x2

∣∣∣∣∣
(2i,2j)

m2,0 +
h2

2

∂2f

∂y2

∣∣∣∣∣
(2i,2j)

m0,2+

h4

24

∂4f

∂4x

∣∣∣∣∣
(2i,2j)

m4,0 +
h4

4

∂4f

∂x2∂y2

∣∣∣∣∣
(2i,2j)

m2,2 +
h4

24

∂4f

∂y2

∣∣∣∣∣
(2i,2j)

m0,4 +O(h6).

6��������� 23� 0��( 	 �%������ �&�! � ��3&� (2ih, 2jh)� ����( R(�

f̂2i,2j = (α0 + α1 + α2 + α3) f2i,2j+

+
h2

4
(2α0m0,2 + α1 (4 + 2m0,2) + α2 (8 + 2m0,2) +

+ α3 (16 + 2m0,2))

⎛⎝ ∂2f

∂x2

∣∣∣∣∣
(2i,2j)

+
∂2f

∂y2

∣∣∣∣∣
(2i,2j)

⎞⎠+

+
h4

4
(2α0m2,2 + α1 (4m0,2 + m2,2) + α2 (16 + 8m0,2 +m2,2)+

+ α3 (16m0,2 +m2,2))
∂4f

∂2x∂2y

∣∣∣∣∣
(2i,2j)

+

+
h4

24
(α0m0,4 + α1 (8 + 12m0,2 + m0,4) + α2 (16 + 24m0,2 + m0,4) +

+ α3 (128 + 48m0,2 + m0,4))

⎛⎝ ∂4f

∂x4

∣∣∣∣∣
(2i,2j)

+
∂4f

∂y4

∣∣∣∣∣
(2i,2j)

⎞⎠+O(h6).

w)��( 3���(� '	# ��"�� V�,  (��) =���I ����� �)	)�
� ��%,) ��-�Q#-)�� ����%( 
����#�
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

α0 + α1 + α2 + α3 = 1,
2α0m0,2 + α1 (4 + 2m0,2) + α2 (8 + 2m0,2) + α3 (16 + 2m0,2) = 0,
2α0m2,2 + α1 (4m0,2 + m2,2) + α2 (16 + 8m0,2 +m2,2) + α3 (16m0,2 +m2,2) = 0,
α0m0,4 + α1 (8 + 12m0,2 + m0,4) + α2 (16 + 24m0,2 + m0,4)+
+α3 (128 + 48m0,2 + m0,4) = 0.

u�-�Q#- 23� ')� ����%( � ����()R(� ��%0�&�R��� α0, α1, α2, α3� �)�%'%�� � �%��%(��
;�)	�"�3��( 3���(� #�V� �������#R(� '� � 	# (��1���� �%�.�+ ��+�'��+ ��@

-��&� f2i+1,2j+1 − f̂2i+1,2j+1� �� ����()R(� ����%( ����#�
� ��-�Q#-��( #��! , ' �

-�)3%��#

β0 = − 1

m0,2
, β1 =

1 +m0,2

m0,2
.

��



��� &
�( ��+�,�) ��'���	%��# � ��3&� ((2i+ 1)h, (2j + 1)h) , '% '�����2�)��

f2i+1,2j+1 − f̂2i+1,2j+1 =
h4

24

(
5 +

m0,4

m0,2

)⎛⎝ ∂4f

∂x4

∣∣∣∣∣
(2i+1,2j+1)

+
∂4f

∂y4

∣∣∣∣∣
(2i+1,2j+1)

⎞⎠+ =��I

h4

4

(
1 +

m2,2

m0,2

)
∂4f

∂x2∂y2

∣∣∣∣∣
(2i,2j)

+O(h6).

X)�%.��� (���(�- 23� ��+�,� �%������ �&�! 0 ��&�! � ��3&� ((2i + 1)h, 2jh)� ����@
()R(�

γ0 = − 1

2m0,2
, γ1 =

1 +m0,2

2m0,2
, γ2 =

1

2
,

� � �)��( �)-� ()R(�

f2i+1,2j − f̂2i+1,2j =
h4

24

(
5 +

m0,4

m0,2

)⎛⎝ ∂4f

∂x4

∣∣∣∣∣
(2i+1,2j)

+
∂4f

∂y4

∣∣∣∣∣
(2i+1,2j)

⎞⎠+ =���I

h4

4

(
1 +

m2,2

m0,2

)
∂4f

∂x2∂y2

∣∣∣∣∣
(2i+1,2j)

+O(h6).

w)��( 3���(� ��,�� (�(%���� -"�'�� =���I� -),%-�%3 R �����)��#  (��� =���I�
` '����%���( ���)'� � ��	� -�)3%��# ϕ(x, y) �) ��1��( %	%(%��)���( ��)@

'�)�� �%.���� R �����)���2� ��	)'����
 ϕ ��-�)3�(� �)�� ���( 3���(

0 0 0 0 0
0 a−1,1 a0,1 a1,1 0
0 a−1,0 a0,0 a1,0 0
0 a−1,−1 a0,−1 a1,−1 0
0 0 0 0 0

w)�) 0 ��&�#� V� -)'���	
�#R  (��)( �%��%(�� ��� R � R'��)� ��� &
�( �%� 	
���
-�)3%��# '%��(��-�&����"� 0�	
�� ��-�)3)2�
�# ()���&%2⎡⎢⎣ −

31
9360

− 19
720

− 31
9360− 19

720
1309
1170

− 19
720− 31

9360
− 19

720
− 31

9360

⎤⎥⎦ .
6 &
�( ���)'� &%���)	
�� (�(%��� 0 ��&�! ϕ , ' �
 �)��

m0,0 = 1, m0,2 =
9

520
, m2,2 = − 9

520
, m0,4 = − 9

104

�

α0 =
877997

865280
, α1 = − 9441

540800
, α2 =

2421

2163200
, α3 =

7101

4326400
,

β0 = −520

9
, β1 =

520

9
,

γ = −260

9
, γ1 =

529

18
, γ2 =

1

2
.

��



6����)R ���)��#� 3� (�1�) ��� ��� 1% )��(�����3��� ��3����� ��������� 0��( 	�
��'���	%��# -) �)+ ��� �����3%��# 3��	) '�')���� � ��+| W% (�1	���� )	% ��� &
�( 
����� '%��(��-�&����"� 0�	
�� ϕ �%�,+�'�� -,�	
.���� ��-�)3�(� 3%�%- G(C, f, ϕ)
(%��' ��'���	%��#� #��� ��-�)3)R�
�# ��)��	�( �%������ �&�!

f̂2i,2j = α0c2i,2j +
α1

4
(c2i−2,2j + c2i+2,2j + c2i,2j−2 + c2i,2j+2)+

+
α2

4
(c2i−2,2j−2 + c2i+2,2j−2 + c2i−2,2j−2 + c2i+2,2j+2) ,

) ��'���	%��# �%.�� -�)3%�
 �����'��
�# �� ��( 1% 0��( 	)(� V� � �)��.%�

7��
�5 � ��� ����� ��� ����� G(C, f, ϕ) ��� ��
�� ��

fi,j −G(C, f, ϕ, ih, jh) = fi,j − f̂i,j = O(h6),

��������� � ���������� ��� ���������� ������
 ������ ϕ ���
 �����

m0,0 = 1, m0,2 = −3

2
, m2,2 =

3

2
, m0,4 =

15

2
,

� ��
 ����� ���������
 ������ ����������� �
����� ���� �������
� �
���

α0 =
7

16
, α1 =

3

32
, α2 =

3

64
,

β0 = −1

6
, β1 =

1

12
, γ0 = −1

6
, γ1 =

1

12
, γ2 =

1

4
.

{%- '��%'%��# &�R! �%��%(� -)-�)3%(�� V�  '����%���( ���)'� 0 ��&�# ϕ ��� R
� R'��)� c�)3%��# &�R! 0 ��&�! ��-�)3)2�
�# ()���&%2�⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 263
640

0 0

0 253
576
−1193

360
253
576

0

263
640
−1193

360
15631
1440

−1193
360

263
640

0 253
576
−1193

360
253
576

0

0 0 263
640

0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
) "�)0�� &�R! 0 ��&�! ()R �)�� ���� ��"	#'

�	



8%�%' '��+ �)�%'%��+ (%��'��� '	# ��)���3��"� ��������)��# �����#���.�( R
�%�.��� 3%�%- ��� 0)��� V� '� "�� '%��(��-�&����� 0�	
�� ϕ R �)'(���� �����)@
�� 23���

�	 ���������� !������	

�	)� "�)0�3��+ )	"����(��� ��� �%)	�-)&�! #��+ ��+�'��� ����%	 �,3��	2R�
�# ��
� (�1��( ����%	)(� �)-��)R�
�# ����������(� 0�	
��)(� =UT]C�]^ }^CA�UI� X)���.�@
�%��.�( ����������( 0�	
���( R -"	)'1 23�� 0�	
��� ���&%' �) -"	)'1 �)��#
-)(��2R ��1%� ����%	 �) '%#�%  �%�%'�%�% ��"� ���3%��#� V� '�-��	#R ��'0�	
�� @
�)�� ���)'����� =m,�	��mI . (� ���( ��"�� ��������)��# (%��'�� �,��,�� ')��+�
-)����)��+ �) "	)'��+ 0 ��&�#+� ,�	
. %0%������� #�V� �) ���%�%'�
�( %�)��
-"	)'1 �)�� ��0��()&�2� #�) �)'+�'��
� ` �)��( ���)'� �) %�)�� ��'���	%��#
'�&�	
�� -)������ �)�� ��%�)��� -�������"� '� -)������)��"� ��%�)���) -"	)'1 �)@
��#� ��,�� ����%��� �����)�� �)��# ��'���	%��+ ')��+�

_	# �%�%����%��# -�,�)1%��#  ��'����� ����"� - ��������)��#( �,QR(��+ %0%����
���������� 2 �%	
R0�� 0�	
���� u%	
R0�� 0�	
��� '�-��	#2�
 ��- )	�- �)�� -(�� 
-�,�)1%��#� ��,�� ���)-)�� � ),� ��. ��+�'� �

X)����	)'� '	# -�,�)1%��#

��



��������)��# 0�	
�� ⎡⎢⎣ 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

⎤⎥⎦+ 128

�����'��
 '� �)�� ���"� %0%�� 

) 0�	
�� ⎡⎢⎣ −1 −1 −1
−1 8 −1
−1 −1 −1

⎤⎥⎦+ 128

')R �)�% -�,�)1%��#

��



_	# ��#�	%��# '��)(��� -(�� %	%(%���� -�,�)1%��# � "���-���)	
��( 3� �%���@
�)	
��( �)��#( 3)��� ���������� 2�
 0�	
��� 8�,%	)� #��� �� � �� ��- )	�- 2�

�%�.� ��+�'�� ∂/∂x �) ∂/∂y⎡⎢⎣ −1 0 1

−1 0 1
−1 0 1

⎤⎥⎦+ 128,

⎡⎢⎣ −1 −1 −1
0 0 0
1 1 1

⎤⎥⎦+ 128.

����� (�	���) �� ���8��� �� ��
�)�

6 �)-� �)#������ �) -�,�)1%��� m,�	�"� . ( m� '	# ����)V%��# ��- )	
��"� ������#@
��#� ���������� 2�
 -"	)'1 �)��# ')��"� -�,�)1%��#� ��� R ,%-	�3 ��-��()�����+
(%��'�� -"	)'1 �)��# ')��+� X)�������.�( -"	)'1 23�( 0�	
���( R  �%�%'�%��#
�� �)�,	�13�( ���3%��2� �)����	)'� 0�	
��

1

9

⎡⎢⎣ 1 1 1
1 1 1
1 1 1

⎤⎥⎦ .
a)��� '	# ��, '��� -"	)'1 23�+ 0�	
���� ���������� 2�
 0 ��&�2 n) �)� �)���@
�	)' 0 ��&�#

z = 2−2(x2+y2)

��



����'1 R -"	)'1 23�� 0�	
��

G =
1

36

⎡⎢⎣ 1 4 1
4 16 4
1 4 1

⎤⎥⎦ . =��5I

_)(� ����	)' ��������)��# -"	)'1 23�"� 0�	
�� 

��



*� ��-"	#�%(� �'� ����� ������ �&�2 -"	)'1 �)��#� 6�)1)��(%(�� V� ')��
��� ���%�+�2 -)')�� -�)3%��#(� zi,j  � -	)+ �%.���� (ih, jh) �'��-�Q#-��! �,	)���
D�

_	# ��, '��� )	"����(�� -"	)'1 �)��#� �)-�( - ��1��( -�)3%��#( zi,j � V� 	%@
1��
 � �%�%'��� �,	)��� D� �����,�� � ��'�� -�)3%��# zi−1,j−1� zi−1,j � zi,j−1� zi+1,j−1�
zi−1,j+1� zi+1,j+1� zi+1,j� zi,j+1� ��,�� -�)3%��# ���%�+��� ��'����'�� r@���	 =

√
2h ≤ r ≤

2 hI ��3�� (ih, jh)�

zi,j

zi−1,j+1

zi−1,j

zi−1,j−1 zi,j−1 zi+1,j−1

zi+1,j

zi+1,j+1zi,j+1

� � �

���

� � �

` ���)'� � #�V� #�%�
 - &�+ -�)3%��# �% -)')�%� �	�' ����%��� ������%��# ')��+�
7)�

P (x, y) = ax2 + by2 + cxy + dx+ ey + f

��



��)'�)��3�) 0 ��&�# '��+ -(����+� 6�,%�%(� ��%0�&�R��� a� b� c� d� e � f ��)'�)��@
3��! 0 ��&�! -  (��� (���(�-)&�! � (� ��)'�)��� ��"��.������ ��,�� -  (��� (���( ( 
�%	�3���

i+1∑
ν=i−1

j+1∑
µ=j−1

(zν,µ − P (νh, µh))2. =��/I

i� -"	)'1%�% -�)3%��# ,�)��(%(� -�)3%��# %����%()	
��! ��)'�)��3��! 0 ��&�! �
��3&� (ih, jh)�

_	# ��)'�)��3��! 0 ��&�! =��/I �%�,+�'��  (��� (���( ( �����)')2�
 - '���)���@
(�� _	# ��-�)3%��# ��%0�&�R���� %����%()	
��! 0 ��&�! �%�,+�'�� � '���)��
�  -#��
3)������ ��+�'�� ��' =��/I � �������#�� !+ � 	2� ��� &
�( �'%�1�(� ����%( .%@
��� 	������+ ����#�
 - .���
() �%��'�(�(�� 6���. 23� !!� �'%�1 R(� ��)'�)��3� 
0 ��&�2

P ∗(x, y) = a∗(x− ih)2 + b∗(− jh)2 + c∗(x− ih)(− jh) + d∗(x− ih)+
+e∗(− jh) + f ∗,

'%

a∗ =
1

6h2
(zi−1,j−1 + zi−1,j + zi−1,j+1 + zi+1,j−1 + zi+1,j + zi+1,j+1−

2(zi,j−1 + zi,j + zi,j+1)),

b∗ =
1

6h2
(zi−1,j−1 + zi,j+1 + zi−1,j+1 + zi+1,j−1 + zi,j−1 + zi+1,j+1−

2(zi−1,j + zi,j + zi+1,j)),

c∗ =
1

6h2
(zi+1,j+1 + zi−1,j−1 − zi−1,j+1 − zi+1,j−1) ,

d∗ =
1

6h
(zi+1,j+1 + zi+1,j + zi+1,j−1 − zi−1,j+1 − zi−1,j − zi−1,j−1)) ,

e∗ =
1

6h
(zi+1,j+1 + zi−1,j+1 + zi,j+1 − zi−1,j−1 − zi,j−1 − zi−1,j−1)) ,

f ∗ = zi,j +
2

9
(zi−1,j + zi,j+1 + zi+1,j + zi,j−1 − 4zi, j)−

1

9
(zi−1,j+1 + zi+1,j+1 + zi+1,j−1 + zi−1,j−1 − 4zi,j) =

zi,j +
1

9

(
2∆2zi,j − ∆̃2zi,j

)
.

w)��( 3���( -"	)'1%��( -�)3%��#( (�1�) �)+ �)�� -�)3%��# z̃i,j� V� ��-�)3)R�
�#
�������2

z̃i,j = zi,j +
1

9

(
2∆2zi,j − ∆̃2zi,j

)
,

��



'%
∆2zi,j = zi−1,j + zi,j+1 + zi+1,j + zi,j−1 − 4zi, j

�
∆̃2zi,j = zi−1,j+1 + zi+1,j+1 + zi+1,j−1 + zi−1,j−1 − 4zi,j.

6 &
�( ���)'� ��%�)��� -"	)'1 �)��# ����'1%��� 0�	
���(

S = (si,j)
1
i,j=−1 =

1

9

⎡⎢⎣ −1 2 −1
2 5 2
−1 2 −1

⎤⎥⎦ . =��4I

����� (�	���) 5�����) ����
���)����

i��) ��3� ��������)��# -"	)'1 �)��# �#"�% -) ��,�2 � -������2 ��%�)&�2 @ �����)@
�� �)��#� _	# ��, '��� (%��'�� �����)�� �)��# �)( -�)'�,��
�# �'�% ��%�'1%��#�

a%�%- �22 ��-�)3�(� 	������� ������� ���+ �,(%1%��+ '����(����+ ���	�'������%�
=()�����I

A = {ãi,j}(i,j)∈Z2

- ���(�2

‖A‖ =

⎛⎝∑
i,j∈Z

a2
i,j

⎞⎠1/2

� ���	)'%(�

|A| =
∣∣∣∣∣∣
∑

i,j∈Z

ai,j

∣∣∣∣∣∣ .
7)� L 	������� ��%�)���� #��� ��'�,�)1)R ������� X  ������� Y � i� -)�1'�� ���@
(�2 ��%�)���) L �)-��)��(%(� �%	�3�� 

‖L‖X→ = sup
‖F‖X≤1

‖L(F )‖Y .

��-�)3�(� 3%�%- C = A ⊗ B -"���� ()����� =()���&
I A � B� ��,�� ()��� C
�)���� V�

ci,j =
∑
ν,µ

aν,µbν−i,µ−j .

u�-"	#�%(� ����#��#
E ⊗X = F, =��<I

'% |E| �= 0� ��'�
E

|E| ⊗X =
F

|E|
),�� V� �% 1

Ẽ ⊗X = Φ, =��$I

'%

Ẽ =
E

|E|

��



�

Φ =
F

|E| .
N�����2 '	# ��, '��� �����)�� 23�+ 0�	
���� R �)�� ��% ��%�'1%��#�

7��
�5 � !�� ��� ����"���� ������������ n �
�������� ����������

‖I − Ẽ‖�22→�22
< 1, =���OI

�� ��� ����� ���������#����

Xn = C1
nΦ− C2

nẼ ⊗ Φ + C3
nẼ

2 ⊗ Φ + . . .+ (−1)nCn
n Ẽ

n ⊗ Φ + εn, =����I

�� εn ���� ��

Ẽ ⊗ εn = (I − Ẽ)n+1 ⊗ Φ. =����I

9�$���- #�V�

Xn = C1
nΦ− C2

nẼ ⊗ Φ + C3
nẼ

2 ⊗ Φ + . . .+ (−1)nCn
n Ẽ

n ⊗ Φ + εn

��

Ẽ ⊗Xn = Ẽ ⊗ (C1
nΦ− C2

nẼ ⊗ Φ + C3
nẼ

2 ⊗ Φ + . . .+ (−1)nCn
n Ẽ

n ⊗ Φ + εn) =

= C1
nẼ ⊗ Φ− C2

nẼ
2 ⊗ Φ + C4

nẼ
2 ⊗ Φ + . . .+ (−1)nCn

n Ẽ
n+1 ⊗ Φ + Ẽ ⊗ εn.

c��'�� � - =����I ��'�)- �'%�1 R(�

Ẽ ⊗Xn = C1
nẼ ⊗ Φ− C2

nẼ
2 ⊗ Φ + C4

nẼ
2 ⊗ Φ + . . .

+(−1)nCn
n Ẽ

n+1 ⊗ Φ + (I − Ẽ)n+1 ⊗ Φ =

= C1
nẼ ⊗ Φ− C2

nẼ
2 ⊗ Φ + C4

nẼ
2 ⊗ Φ + . . .+ (−1)nCn

n Ẽ
n+1 ⊗ Φ+

+Φ− C1
nẼ ⊗ Φ + C2

nẼ
2 ⊗ Φ− C4

nẼ
2 ⊗ Φ + . . .+ (−1)n+1Cn

n Ẽ
n+1 ⊗ Φ = Φ.

��(���(�� V�� #�V� ����� R�
�#  (��) =���OI� ��

‖εn‖ ≤ |Ẽ−1| ‖I − Ẽ‖n+1|Φ|,
� � &
�( ���)'� ��.%��# (�1�) -)���)�� � ��%�)�����( ��"	#'�

X = lim
n→∞(I − (I − Ẽ)n)Φ.

6��������� R(� &%� �%- 	
�)� '	# ��, '��� ��%�)���) �����)�� �)��#� V� ��@
�%��)R -�,�)1%��#� -(��%�% � �%- 	
�)�� -)���� �)��# ��%�)���) -"	)'1 �)��#�

i� ����	)' ��-"	#�%(� ��, '�� �����)�� 23�"� 0�	
�� ��%�'�-������
�"� '�
-"	)'1 23�"� 0�	
�� =��4I� ��, '��)��( �)��.%

S =

⎡⎢⎢⎢⎣
−1

9
2
9
−1

9

2
9

5
9

2
9

−1
9

2
9
−1

9

⎤⎥⎥⎥⎦
��



6�'����'��� �����)�� 23�� 0�	
�� S−1 �����%� -)'���	
�#��  (���

S ⊗ S−1 = I,

'%

I =

⎡⎢⎢⎢⎣
0 0 0

0 1 0

0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎦
c)������ 23� 0��( 	 =����I� ����( R(� �),	�1%�% -�)3%��# S−1�
�%�.) ��%�)&�# ')R �����)�� 23�� 0�	
��

S−1,1 = 2I − S ⊗ I =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0

0 1
9
−2

9
1
9

0

0 −2
9

13
9
−2

9
0

0 1
9
−2

9
1
9

0

0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

c)���� �)��# '� "�! ��%�)&�! '�-��	#R ��, ' �)�� �����)�� 23�� 0�	
��� V� ��@

��



�%��)R -"	)'1%�� ')�� - ��V�2 ��3����2

S−1,2 = 3I − 3S ⊗ I + S2 ⊗ I =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0

0 1
81
− 4

81
2
27
− 4

81
1
81

0

0 − 4
81

25
81
−14

27
25
81
− 4

81
0

0 2
27
−14

27
17
9
−14

27
2
27

0

0 − 4
81

25
81
−14

27
25
81
− 4

81
0

0 1
81
− 4

81
2
27
− 4

81
1
81

0

0 0 0 0 0 0 0
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u%- 	
�)� ��%�
�! ��%�)&�! ')R 0�	
��

S−1,3 = 4I − 6S ⊗ I + 4S2 ⊗ I − S3 ⊗ I

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1
729
− 2

243
5

243
− 20

729
5

243
− 2

243
1

729
0

0 − 2
243

5
81
−14

81
58
243

−14
81

5
81
− 2

243
0

0 5
243

−14
81

50
81
−226

243
50
81
−14

81
5

243
0

0 − 20
729

58
243
−226

243
1777
729

−226
243

58
243
− 20

729
0

0 5
243

−14
81

50
81
−226

243
50
81
−14

81
5

243
0

0 − 2
243

5
81
−14

81
58
243

−14
81

5
81
− 2

243
0

0 1
729
− 2

243
5

243
− 20

729
5

243
− 2

243
1

729
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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����%'%(� �����)�� 23� 0�	
��� '	# -"	)'1 23�"� 0�	
��) n) �) =��5I�

G−1,1 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0

0 − 1
36
−1

9
− 1

36
0

0 −1
9

14
9
−1

9
0

0 − 1
36
−1

9
− 1

36
0

0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

G−1,2 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0

0 1
1296

1
162

1
72

1
162

1
1296

0

0 1
162
− 11

324
−2

9
− 11

324
1

162
0

0 1
72

−2
9

23
12

−2
9

1
72

0

0 1
162
− 11

324
−2

9
− 11

324
1

162
0

0 1
1296

1
162

1
72

1
162

1
1296

0

0 0 0 0 0 0 0
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G−1,3 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 − 1
46656

− 1
3888

− 17
15552

− 11
5832

− 17
15552

− 1
3888

− 1
46656

0

0 − 1
3888

0 5
432

8
243

5
432

0 − 1
3888

0

0 − 17
15552

5
432

− 43
1728

− 619
1944

− 43
1728

5
432
− 17

15552
0

0 − 11
5832

8
243

− 619
1944

1580
729

− 619
1944

8
243

− 11
5832

0

0 − 17
15552

5
432

− 43
1728

− 619
1944

− 43
1728

5
432
− 17

15552
0

0 − 1
3888

0 5
432

8
243

5
432

0 − 1
3888

0

0 − 1
46656

− 1
3888

− 17
15552

− 11
5832

− 17
15552

− 1
3888

− 1
46656

0

0 0 0 0 0 0 0 0 0
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X) -)�%�.%��# �)�)"�)0)� �����#3%��"� �����%��2 ����������+ 0�	
����� ��-@
"	#�%(� �%)	�-)&�2 %0%�� )��)�%	�-)&�!� ;��)�%	
��� 0�	
�� �%�%������
 -�,�)@
1%��#� � ���	# �,��,�� ���� ��"	#')R �)�� #� ��,� �)���)�� )��)�%		2� _	# ����()@
��# �)��"� %0%�� ���������� R�
�# (%��' (%'�)���"�  �%�%'�%��# ��	
�� � ��1���
��3&�� c�)3%��# ��	
�� ��1��"� ����%	) � ��"� �� � ��'�� ��(�V)2�
�# � ������ �
���� 2�
�# ��' (%�.�"� '� ,�	
.�"�� *%'�)��% =����)'&#�%I -�)3%��# ��	
�� �
����� ����	)��2R�
�# &%���)	
��( ����%	 � ���	# &
�"� '	# ��'�	%��# (%1� �%@
�%+�'�� ��	
����� '� �'%�1)��"� -�,�)1%��# -)������ R�
�# �����)�� 23�� 0�	
���
u%- 	
� 23% -�,�)1%��# �)")' R )��)�%	
��� 1�������

W% 	�.% �'�� ����	)'� #��� ���)- R� #� (�1�) �,QR'� �)�� ��-�� (%��'� �,��,��
-�,�)1%�
 � '�,��)���# �%-��3)���+ ��- )	
��+ %0%�����

�	" ��#���� $��������� �����% %�#��&����	

w�)'�&���� '	# 3)������"� )�)	�- ��"�)	 � � -�,�)1%�
 � ��( 3��	�� ���������� @
R�
�# �%�%����%��# J �QR =V� �%)	�-��)�� � 0��()�� MLE�I� )	% ���)���( 3)��( '	#
&�R! (%�� ���������� R�
�# )�)�)� ��	%���� =�%��	%���� \][A^ACUI�

` ')��( �)�)"�)0� (� ����	2��� R(� (%��'�� 3)������"� )�)	�- � #��� ����@
������ R�
�#� �)����	)'� � MLE��OOO� �) ����	)'� �)�������.�"� \][A^AC@0�	
��) b
0�	
��) 7))�) =P]]�I�

a%�%- : ��-�)3�(� 3%����� 0�	
���� =0�	
�� 7))�)I

H =
1

4

(
1 1
1 1

)
, H+− =

1

4

(
1 −1
1 −1

)
,

H± =
1

4

(
1 1
−1 −1

)
, H× =

1

4

(
1 −1
−1 1

)
,

) 3%�%- / = :⊗; ��-�)3�(� -"���� : - ()����( ;� ��,��

qi,j =
1

4
(p2i,2j + p2i+1,2j + p2i,2j+1 + p2i+1,2j+1) ;

��



q+−
i,j =

1

4
(p2i,2j − p2i+1,2j + p2i,2j+1 − p2i+1,2j+1) ;

q±i,j =
1

4
(p2i,2j + p2i+1,2j − p2i,2j+1 − p2i+1,2j+1) ;

q×i,j =
1

4
(p2i,2j − p2i+1,2j − p2i,2j+1 + p2i+1,2j+1) .

J�	
�� :  ����2R ���� ����%( � ��,�� -�)23� ��%0�&�R��� qi,j� q
+−
i,j � q±i,j � q×i,j �

(�1�) ��'������ ��3)����� -�)3%��# pi,j � _������ 	%"�� ,)3���� V�

p2i,2j = qi,j + q+−
i,j + q±i,j + q×i,j ;

p2i,2j+1 = qi,j + q+−
i,j − q±i,j − q×i,j;

p2i+1,2j = qi,j − q+−
i,j + q±i,j − q×i,j;

p2i+1,2j+1 = qi,j − q+−
i,j − q±i,j + q×i,j.

c)���� �)��# ��%�)&�! -"����� '� -�,�)1%��# ')��
 �)�� ���� �%- 	
�)�

i���� V� %	%(%��� -"����� #'�) H �- -�,�)1%��#( R ��3)�����( -�,�)1%��#(
-(%�.%��( � 3����� �)-�� %	%(%��� -"����� - #'��( H+− ')2�
 ��'(������
 ��3��
��3)�����"� -�,�)1%��# �� "���-���)	�� �- -"����� - #'��( H± b �� �%����)	�� ��@
%0�&�R��� q×i,j )� ( 	22�
 ��'(�������� V� �%  ���.	� '� ��.�+ ���)'����

���	�'���% -)���� �)��# ���&%' �� -"����� 0�	
�� - (��1���2 �%�%'��+ -�)@
3%�
 �)-��)R�
�# �)��)'��2 �+%(�2 0�	
��)&�!� ���	�'���% -)���� �)��# 0�	
�� 
7))�) '� ���%�%'�
�"� �%- 	
�)� ()��(% ��"	#'

��



��� -,%��")��� �'%�1)��+ 3)������+ +)�)��%������ �����,�� ()�� �)  �)-�� V�
��%0�&�R��� �'%�1)�� �) ��V�( ����� '%��(��-�&�! ,�	
. �)1	���� ��1 ��� #�� �'%�@
1)�� �)��.%� w�( '	# ������3)������+ ��%0�&�R���� (�1�) -)������ �)�� '���)��
�
"� ,% ��)�� �)��#� )	% - ��1��( ����%( ��)�� �)��# ������% , �� ��3��.%�

�	' ������������ �������� ��� $��������� �����% %�#��&���	

8�	%��� =\][A^ACUI -Q#��	��# �) ��3)�� �$<O@+ ����� �) ���� �%���! 0 ��&��� 0 �@
�&���)	
��"� )�)	�- � �,��,�� ��"�)	�� � -�,�)1%�
� ��)�����! �%���! ��	#� u�-�����
�%���! ��	%���� ���Q#-)��� - �(%�)(� ;� n����()�)� ~%� *��	%�)� ~%� 8��%(,%�")�
i� *%�R�)� c� *)		)� �� _�,%.� �) ,)")�
�+ ���

��'�,�� )�)	�- J �QR �%���# ��	%���� -�)+�'��
 -)���� �)��# � '��	�'1%��� 3)@
������+ +)�)��%������ 0 ��&�! f -) '���(�"�2 ��	%��@�%�%����%��#� ��� ����� 0 �@
�&�� - ����3%���( ����R(� ��"�)	�� - -(����(� � 3)�� 3)����)(� -) '���(�"�2 )�)@
	�- J �QR �����)2�
 �� '��V�� #�� ��#��22�
�# �	)�������#(� ���"���(%���3��+
0 ��&�� �) ��� R� X)����	)'� �%�%����%��# J �QR 0 ��&�! f  ���)'� δ@0 ��&�!
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a : 100 b : 300 c : 300 d : 200 e : 900 f : 100
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P (a) = 0.0526, P (b) = 0.1579, P (c) = 0.1579,

P (d) = 0.1052, P (e) = 0.4737, P (f) = 0.0526.
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A− = min

i
ϕi, A
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i
ϕi,

� �%+)�� ���( ��"�� B = Bn+m+1 ��-,���# ��'��-�) [A−, A+] �) n + m + 1 ���(�1��
��3�)(�

A− = b−m−1/2 < b−m+1/2 < . . . < b−1/2 < 0 < b1/2 < . . . < bn+1/2 = A+.
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ψi = k(i).
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θi =

⎧⎪⎨⎪⎩
2k(i)− 1, (i) > 0
−2k(i), k(i) < 0

0, k(i) = 0.
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RMSE(B, f) = ‖f − f̃‖�2 ,
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�)� -)���� �)��# -�������"� ����"��)	
��"� =3� ,�����"��)	
��"�I �%�%@
����%��# '� ()��� g� ����)

RMSE(B, f) = ‖f − f̃‖�2 = ‖ϕ− g‖�2 =

√√√√ 1

N

N∑
i=0

(ϕi − gi)2.

N������2 +)�)��%�������2 #����� ��'���	%��# R �%	�3��)

p = PSNR(B,ϕ) = 20 log10

maxi |ϕi|
RMSE(B,ϕ)

Lej� =LA]h e�B?]^@CG@jG�UA �]C�GI b ��'��.%��# ��"�)	�. ( = H�I�
���&%� ��)�� �)��# (�1�) �%�%���)�� � ��.�� �%�(���	�"�!�
���	)'%(�

Φ+
k+1/2 = {ϕi : ϕi ≤ bk+1/2},

Φ−
k+1/2 = {ϕi : ϕi ≥ bk+1/2}.

���( ��"�� +)� '	# k = 0, 1, 2, . . . , n

∆Φk = Φ+
k+1/2 \ Φ+

k−1/2,

��



) '	# k = −m. . . ,−1
∆Φk = Φ−

k−1/2 \ Φ−
k+1/2,

�
∆Φ0 = Φ+

1/2

⋂
Φ−

−1/2.

w � A \B R �%��%����@(��1���) ��-��&# (��1�� A � B�
_)	� �%+)� nk 3��	� %	%(%���� (��1��� ∆Φk� ���	)'%(�

bk =
1

nk

∑
i:ϕi∈∆Φk

ϕi

��'� �KeE (�1�) �%�%���)��  ��"	#'�

RMSE(B,ϕ) =

√√√√ 1

N

n∑
k=−m

∑
i:ϕi∈∆Φk

(ϕi − bk)2.

W%� ���&%� 	%"�% )	"����(�- �)��� �)����	)'� '	# k = 1, . . . , n ��%�'���' ��"	#@
')��(% �)��( 3���(

�0��
/!" S0� 1! 4 8!

N3M�4
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�/ �/�T�UVN�TSU�W�/�T�UR0N�TSQ�U� 1234
N3M�4
7TSU07TSUQ/�T�U�
4TSU04TSUQ��
K7�T�U0S�
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NTSU07TSU94TSU�
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_)	� ��)1)��(%(�� V� -)')�� (%��' 	������"� ��' �)��# ���	�'������%�� V� ��@
����22�
�# =�9EI � (%��' %���������"� ��' �)��# A� i� (%��' %���������"� ��' @
�)��# (�1% , �� (%��' 7)00()�)� 9:g� )��0(%��3��"� ��' �)��# � ���

7)� V0(ϕ) ��-(�� = ,)��)+I ��3)�����"� ()��� {ϕi} � V1(ϕ) ��-(�� ��+�'��"� ()@
��� � ��,�� ��-(�� ��+�'��+ ')��+ �'%�1)��+ ���	# -)���� �)��# �9E � %���������"�
��' �)��# '� ���	�'������� θi ),� ψi�

6%	�3�� �)-��)2�


c(B) = c(B,ϕ,RLE,A) =
V0(ϕ)

V1(ϕ)

�)-�%(� �� �%�%( ����� ')��+ =FGST�AUU�G? �]C�G ),� ��I�

��



w)��( 3���( '	# 0�����)��"� ()��� f =) ��1%� � ()��� ϕI ��1%� �%���� B
�'��-�)3�� ��-�)3)R ��3� �) �	�V��� - ����'��)�)(� (p(B,ϕ), c(B,ϕ))� W# ��3�)
+)�)��%��- R #����
 ��)�� �)��#b ��1 ���) ��V)� ��( ��)�� �)�%	
 ��)V%� w�3� 
0��( 	2�)��# &
�"� 0)�� (� ����%'%(� ��13%�

��' ��)��	�( ��)�� �)��# M ��- (���(%(� ���&%' � ��, '��� �),�� �%������
{B}� `(���� ��-'�	#��(%(� &2 ���&%' � �) '�� 3)�����

• ��,�� � 	
���"� ���%��)	 ��)�� �)��# [b−1/2, b1/2]

• �� ��,�)��( � 	
���( ���%��)	 ��)�� �)��# ��, '��) �%.�� ���%��)	�� [bk−1/2,
bk+1/2] (|k| > 1)�

���&%' �) ���&%' �) ��)�� �)��# ��	#")R � �)�� ���( � 6�,%�%(� '%#�% 3��	�
δ > 0 � ��)1)R(�

b1/2 = −b−1/2 = δ.

��	
����
 ���%��)	�� ��)�� �)��# n � m ��,%�%(� �)��( 3���(

n = [(A+ − b1/2)δ], m = [(b−1/2 − A−)δ],

'% [·] &�	) 3)����) 3��	) � �,3��	�(� (%1� ���%��)	�� ��)�� �)��#

bk+1/2 = b1/2 +
A+ − b1/2

n
, k = 1, . . . , n

bk−1/2 = b−1/2 +
b−1/2 −A−

m
, k = −1, . . . ,−m

� �),	�&2 ��)�� �)��#

bk =
1

nk

∑
i∈Ik

ϕi,

'%
Ik = {i : bi−1/2 ≤ ϕi < bi+1/2}

� nk 3��	� %	%(%���� (��1��� Ik�
W# ���&%' �) ')R �),�� B � �)-��)R�
�# �����(����( ��)�� �)��#(� *��#23� δ

�'%�1 R(� �),�� �%������ B ��)�� �)��#� ��,�� �'%�1 R(� (%��' ��)�� �)��#�
X)')	� ��)1)��(%(�� V� 0�	
���� �9E� A � ϕ 0�����)��� *%��' ��)�� �)��# =�%@

���� B̂ = B̂(p)I �)-��)��(%(� #��)���)V�( �) �	)�� W '	# -)')��! #����� p0� #�V�

p(B̂, p0) ≥ p0

� '	# , '
@#��"� ��.�"� �%����) B ∈W �)��"�� V�

p(B, p0) ≥ p0

���)�%'	��) �%�������

(B̂, p0) ≥ (B, p0).

��



��"�� ��	�
 �� ��)��� ����
) � �)���)���

u�-"	#�%(� '%��	
�) ��'+�'�� '� ��.%��# �%�.�! -)')3� b ��, '��� � 	
���"� ���%�@
�)	 ��)�� �)��# [b−1/2, b1/2]�

��-�)3�(� 3%�%- {φi}Ni=0 �%-����)23 �%�%��)���� ���	�'������� {ϕi}Ni=0� ) 3%�%-
{φ+

i }Ni=0 ��-�)3�(� �%-����)23 �%�%��)���� (��1��� {|ϕi|}Ni=0� ��� -)')��� #�����
p0 =Lej�I ��)1)��(%(�� V� � 	
���� ���%��)	 ��)�� �)��# ')R� �)����	)'� <O�
=&% -�)3%��# �)�)(%��) ��'�,�)�% ��)�����3��I ���R! ��"��.������ 6 &
�( ���)'� 
3��	� n0 ��,%�%(� -  (���

0.8
(
φ+

0 10−p0/20
)2 ≤ 1

N − n0

N−n0∑
i=0

φ+
i ≤ 0.81

(
φ+

0 10−p0/20
)2
.

u�-"	#�%(� ��.�� ��'+�' '� ��.%��# &�R! -)')3��
7)� i−1 � i1 R ��.%��# %����%()	
��! -)')3�{ ∑i1

i=i−1
φi → min

i1 − i−1 = n0.

w�'� ��)1)R(�
b1/2 = φi1,

�
b−1/2 = φi−1.

_	# '��	�'1%��# #��)���)V�+ (%��'�� ��)�� �)��# -� 3�� ���������� �)�� �)@
(% &%� ��'+�'� *��#23� n0 � ��',��)23� b±1/2 (�1�) �'%�1)�� #��)���)V�� (%��'
��)�� �)��# � '%#��( '�)�)-��� -(��� p�

X 	
���� ���%��)	 ��)�� �)��# (�1�) �)��1 ��-�)3��� ��+�'#3� - ��.%��# �)@
�� ���2 %����%()	
��2 -)')3��

7)� 3��	) δ−1, δ1 > 0� δ−1 + δ1 = δ� a%�%- I0 ��-�)3�(� (��1�� � V� ��	)')R�
�#
- n0 ��'%���� �)��+� V� −δ−1 ≤ ϕi ≤ δ1� ��,��

I0 = {i : −δ−1 ≤ ϕi ≤ δ1}
� ���	)'%(�

ε(δ−1, δ1) =
∑
i∈I0

⎛⎝ϕi − 1

n0

∑
i∈I0

ϕi

⎞⎠2

.

_	# , '
@#��"� 0�����)��"� ε > 0 3%�%- n0 ��-�)3�(� ��-�Q#-�� %����%()	
��! -)')3�

n0 → max

���  (���
ε(δ−1, δ1) < ε.

��1��� - ��-"	#� ��+ ��'+�'�� ()R ���! '����!����) � �%'�	���� c���%()� �%�.��
��'+�' ���������� R �%-����)23 �%�%��)���� (�' 	�� ��%0�&�R����� '� "��� �%�%@
��)���� �)(�+ ��%0�&�R����� '	# ��%�
�"� ��'+�' �%�%��)����) �% �����,�)� ����%

��



�,3��	2�)	
�) ��	)'����
 &
�"� )	"����( �% (%�.%� ���( ��"�� � &
�( ���)'� 
�����,�� '���)��
� ��3�� -)�)(Q#��� �)�� �%	�3�� 

1

n0

∑
i∈I0

ϕi

'� #��! ��)�� 2�
�# -�)3%��# � &
�( ���%��)	��
�%�%�'%(� '� ��-"	#' '� "�! -)')3�� ��� !! ��.%��� ��+�'���(%(� - ��"� 0)�� �

V� 3��	) b−1/2 � b1/2 �1% ��,�)���

��"�� ��	�
 ����
) �) �)���)���

u)��.% , 	� ��-"	#� �% �����(���% ��)�� �)��#� N��.%(� V% '%��	
�) (%��'�� ��)�@
� �)��#�

u�-"	#�%(� ��.�� ��'+�' '� ��.%��# '� "�! -)')3��
6�)1)��(%(�� V� -)')�� (%1� ���%��)	 [b1/2, b−1/2] = [ϕi1 , ϕi−1 ]� N,3��	�(�

i2 =
[
i1
2

]
.

7)� α '%#��� �)�)(%�� =�) ��)���&� ��"� '�&�	
�� ,�)�� α ∈ [1/2, 2/3]I�
i�V�

1

iα2

i2∑
k=0

(
ϕi − 1

i2

i2∑
k=0

ϕi

)2

>
1

(i1 − i2)α

i1∑
k=i2

⎛⎝ϕi − 1

i1 − i2
i1∑

k=i2

ϕi

⎞⎠2

,

�� ���	)'%(�

i3 =
[
i2
2

]
,

��)�.%

i3 = i2 +
[
i1 − i2

2

]
,

��,�� ���(�1�� - �)�,�	
.�( -�)3%��#( �KeE ��-,��)R(� �) '�� ����� 3)������
_)	� &%� ���&%� ���'��1 R(� )�)	�"�3��( 3���(t ��,��)R(� ���(�1�� - �)�,�	
@

.�( -�)3%��#( �KeE � ��-,��)R(� ��"� �) '�� ����� 3)������ W%� ���&%� ���'��@
1 R(� ),� -)')�% 3��	� �)- ),�� ���������� 23� '%#��� ����%���� �)����	)'� ����
�% �'%�1�(� �%�,+�'� �%	�3�� ��+�,�� ��)�� �)��#�

W%� (%��' ��)�� �)��# (�1�) (�'%���- �)��� ��,��)23� �) ��1��( ���&� ik
�)�� V�, � () -�)3%�
 �KeE �) ')��( ���(�1� , 	) (���()	
��2�

_)	� ��-"	#�%(� �'�� (%��' ��)�� �)��#� #��� ����)R�
�# �) �)�� �� 	%( �

=�5 � 0�� φ(x) ���������� �������� �� ������� �� ������ �� �����	� x ∈
[0, T ]/ 1�����

F (B) =
n∑

k=−m

⎛⎝∫ xk+1/2

xk−1/2

(
φ(x)− 1

xk+1/2 − xk−1/2

∫ xk+1/2

xk−1/2

φ(z)dz

)2

dx

⎞⎠→ min

��



�� ����

0 = x1/2 < . . . < xn+1/2 = T =��5I

��� ��
�
� ����2��� x̂k+1/2� �
� �
���������� ���������#�����

φ(x̂k+1/2) =
1

2

(
1

x̂k+1/2 − x̂k−1/2

∫ x̂k+1/2

x̂k−1/2

φ(x)dx+

+
1

x̂k+3/2 − x̂k+1/2

∫ x̂k+3/2

x̂k+1/2

φ(x)dx

)
, k = 1, . . . , n− 1.

_	# ����.%��# &�R! %����%()	
��! -)')3� ���������� R(� ��)'�&���� (%��'� ()@
�%()��3��"� )�)	�- �

_������ '	# k = 1, . . . , n− 1
∂F

∂xk+1/2

=

=
∫ xk+1/2

xk−1/2

2

⎛⎝φ(z)−
∫ xk+1/2
xk−1/2

φ(z)dz

xk+1/2 − xk−1/2

⎞⎠
⎛⎜⎝

∫ xk+1/2
xk−1/2

φ(z)dz(
xk+1/2 − xk−1/2

)2 −
φ(xk+1/2)

xk+1/2 − xk−1/2

⎞⎟⎠ dz+

+

⎛⎝φ(xk+1/2)−
∫ xk+1/2
xk−1/2

φ(z)dz

xk+1/2 − xk−1/2

⎞⎠2

+

+
∫ xk+3/2

xk+1/2

2

⎛⎝φ(z)−
∫ xk+3/2
xk+1/2

φ(z)dz

xk+3/2 − xk+1/2

⎞⎠
⎛⎜⎝−

∫ xk+3/2
xk+1/2

φ(z)dz(
xk+3/2 − xk+1/2

)2 +
φ(xk+1/2)

xk+3/2 − xk+1/2

⎞⎟⎠ dz−

−
⎛⎝φ(xk+1/2)−

∫ xk+3/2
xk+1/2

φ(z)dz

xk+3/2 − xk+1/2

⎞⎠2

=

=

(
1

xk+3/2 − xk+1/2

∫ xk+3/2

xk+1/2

φ(z)dz +
1

xk+1/2 − xk−1/2

∫ xk+1/2

xk−1/2

φ(z)dz

)
×

×
(

2φ(xk+1/2)− 1

xk+3/2 − xk+1/2

∫ xk+3/2

xk+1/2

φ(z)dz − 1

xk+1/2 − xk−1/2

∫ xk+1/2

xk−1/2

φ(z)dz

)
.

c��'�� �������223� ��+�'� � 	2� ��'�)- �'%�1 R(�

bk+1/2 = φ(xk+1/2) =
1

2

(
1

xk+1/2 − xk−1/2

∫ xk+1/2

xk−1/2

φ(x)dx+

+
1

xk+3/2 − xk+1/2

∫ xk+3/2

xk+1/2

φ(x)dx

)
����%'%��� '��)- �% R ����"�( b �%�,+�'�� ���)-)�� V� ��� &
�( '��#")R�
�# (���@
( ( � V� �'%�1)�)  (��) R �% ��	
�� �%�,+�'��(� )	% � '���)���(� _	# &
�"� �����,��
'%�)	
�� ��-"	#� �� ���)'�� m-	��	�+m� -	�� =��	� '%#�� - �%�������%� =��5II �,%�@
�)2�
�# � �������
� 8���"�� '��)- &
�"� 0)�� R "��(�-'��( � (� ��"� �)��'��� �%
, '%(��

��



` '%��	
�) ��.�( ��"	#'� &%� �%- 	
�)� ����%'%��� � ��,��)+ �	��') � *)��)
='��� Y�ZI�

�%�%��� 23� -)��%�'1%��# 	%(� � �%�(��)+ ����%'%��+ ��V%� ���+�'�(� '� ��@
����� � V� ��� 0�����)��+ b1/2 b−1/2 � 3��	)+ n � m �%���� B , '% ����()	
��( ��
�KeE� ��'� � ��	
�� ��'�� ��	� ����� R�
�# �������


bk+1 = 2bk+1/2 − bk, (k = −m, . . . , n, k �= 0)

),�� V� �% 1
bk+1 = bk+1/2 + (bk+1/2 − bk), #�V� k = 1, . . . , n, =��/I

�
bk−1 = bk−1/2 + (bk−1/2 − bk), #�V� k = −m, . . . ,−1. =��4I

u������
 =��/I� =��4I (�1�) ���������� �)�� #�  �)-�� ��	� -)')�% 3��	� ���%��)	��
��)�� �)��# =��,�� -)')�� 3��	) n,mI � ��,��)�� bk �� �%� �%����( ������'��.%��#(
=��/I� =��4I� �)� � ��� -)')��+ (%1)+ � 	
���"� ���%��)	 ��)�� �)��# b−1/2� b1/2 �
-�)3%��#+ b−1� b1� 6 &
�( ���)'� ��� ���������� �)��� ������'��.%�
 =��<I� =��$I�
	%"�� -�)��� �%.� ���%��)	�� [bk−1/2, bk+1/2]� ���	)��� [bn−1/2, bn+1/2] = [bn−1/2, A

+] �
[bm−1/2, bm+1/2] = [A−, bm+1/2]� ��� &
�( �'��-�)3�� ��-�)3)2�
�# ,%-�%�%���� -	��)
0 ��&�! n(δ) � m(δ)� _	# 	���+ (%1 � ��3�)+ ��-����� &�+ 0 ��&�� �������� =��/I�
=��4I ����� 2�
�# '	# ���+ ���%��)	�� [bk−1/2, bk+1/2] =k = −m, . . . , n, k �= 0I�

*�'�0�� R(� &%� )	"����(� ��-"	#� �.� -)(���
 ������'��.%�
 =��/I� =��4I �����@
���

bk+1 = bk+1/2 + λk+1(bk+1/2 − bk), #�V� k = 1, . . . , n, =��<I

bk−1 = bk−1/2 + λk−1(bk−1/2 − bk), #�V� k = −m, . . . ,−1, =��$I

'% 3��	) λk ��,��)2�
�# �- ��)������� ),� ��.�+ (��� �)�
� ��� V� , '% ��)-)��
��13%�

i���� V� ��� λk = 1 �������
 =��<I �) =��$I �%�%+�'#�
 � �������
 =��/I �) =��4I�
X%+)�� #� � �)��.%� {φi}Ni=0 ��)')23) �%�%��)����) ����3%���! ���	�'������� {ϕi}Ni=0�

) �)��1 -)')�� (%1� � 	
���"� ���%��)	 b1/2 = φi1 � b−1/2 = φi−1 � b0 = 0�
c)0��� R(� 3��	) λk� X)����	)'� λ1 = λ−1 = 1/2 � λk = 1 '	# |k| > 1�
7)�� ���3)�� � k > 0�
c =��<I� ��� k = 1 = ��� &
�( ��-�)3%�� λ1I� -�)+�'�(� b1� W
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.3536 .3536 .3536 .3536 .3536 .3536 .3536 .3536

.4904 .4159 .2780 .0979 −.0971 −.2773 −.4154 −.4903

.4620 1916 −.1909 −.4617 −.4623 −.1924 .1902 .4614

.4149 −.0976 −.4903 −.2787 .2767 .4907 .0995 −.4145

.3537 −.3531 −.3543 .3526 .3548 −.3520 −.3554 .3514

.2780 −.4903 .0963 .4167 −.4145 −.1002 .4910 −.2747

.1916 −.4623 .4614 −.1894 −.1938 .4632 −.4604 .1872

.0979 −.2787 .4167 −.4909 .4898 −.4136 .2740 −.0924
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1 2 6 7 15 16 28 29
3 5 8 14 17 27 30 43
4 9 13 18 26 31 42 44

10 12 19 25 32 41 45 54
11 20 24 33 40 46 53 55
21 23 34 39 47 52 56 61
22 35 38 48 51 57 60 62
36 37 49 50 58 59 63 64
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c12n = c02n −
[
c02n−1 + c02n+1 + 2

4

]
,

c12n+1 = c02n+1 +

[
c12n + c12n+2

2

]
.

u%������ �&�# =-�������� +�'I

c02n+1 = c12n+1 −
[
c12n + c12n+2

2

]
.

c02n = c12n −
[
c02n−1 + c02n+1 + 2

4

]
,

_	# ������+ �� �%��� �����%��# MLE��OOO ���������� R ,�����"��)	
� �)� 4@$�
6 &
�( ���)'� 	�0���"��) �+%() '	# '%��(��-�&�! ��"	#')R �)��( 3���(⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c12n ← kc02n, �%�.�� ����,
c12n+1 ← −k−1c02n+1, '� "�� ����,
c12n ← c12n − δ

(
c12n−1 + c12n+1

)
, ��%��� ����,

c12n+1 ← c12n+1 − γ
(
c12n + c12n+2

)
, 3%��%���� ����,

c12n ← c12n − β
(
c12n−1 + c12n+1

)
, �Q#��� ����,

c12n+1 ← c12n+1 − α
(
c12n + c12n+2

)
, .����� ����,

'%
α = −1.586134342, β = −0.052980118, γ = 0.882911075, δ = 0.443506852,

� ()�.�), 23�� ��%0�&�R�� k = 1.230174105.
u%������ �&�# =��'���	%��#I ��"�)	 ����,	#R�
�# �)��( 3���(⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

c02n+1 ← c12n+1 + α
(
c12n + c12n+2

)
, �%�.�� ����

c02n ← c12n + β
(
c02n−1 + c02n+1

)
, '� "�� ����,

c02n+1 ← c02n+1 + γ
(
c02n + c02n+2

)
, ��%��� ����,

c02n ← c02n + δ
(
c02n−1 + c02n+1

)
, 3%��%���� ����,

c02n+1 ← −k−1c02n+1, �Q#��� ����,
c02n ← kc02n, .����� ����.
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