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У посібнику наведено матеріал курсу диференціальних рівнянь з 

частинними похідними. Зведення РЧП до канонічного вигляду, постановка 
основних граничних задач та методи їх розв'язання (Метод Фурьє, метод 
Рімана, метод функції Гріна, застосування теорії потенціалів). Наведено також 
144 завдання, які можна використовувати як домашні індивідуальні контрольні 
роботи.  
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Тема 1. Диференціальні рівняння з частинними похідними.  
Класифікація.  

Зведення до канонічного вигляду. 
 Загальний розв’язок. 

 
Диференціальні рівняння математичної фізики – це рівняння з 

частинними похідними (РЧП), що зустрічаються при розв’язанні фізичних 
задач механіки, електрики, теплопровідності, магнетизму та ін. Будь-яку задачу 
математичної фізики можна розглядати як задачу розв’язання деякого 
диференціального рівняння з частинними похідними при певних додаткових 
умовах. 

Диференціальним рівнянням з частинними похідними порядку n від 
невідомої функції U(t,x) (де х може бути елементом векторного простору Rn) 
називається рівняння, що містить невідому функцію та її частинні похідні не 
вище n-го порядку. 

Приклад: tsinUUUU xxxxt ++⋅=  - РЧП 3-го порядку. 
Ми будемо для ілюстрації основних методів математичної фізики 

розглядати диференціальні рівняння з частинними похідними другого порядку і 
однією невідомою функцією. 

Рівняння з частинними похідними можна класифікувати за різними 
ознаками, наприклад: за порядком, за кількістю змінних. Серед РЧП виділяють 
важливий клас лінійних рівнянь. 

Рівняння з частинними похідними називається лінійним, якщо воно 
лінійне відносно невідомої функції та її похідних. 

Рівняння з частинними похідними називається квазілінійним, якщо воно 
лінійне відносно всіх похідних вищіх порядків від невідомої функції. 

Наприклад: GFUEUDUCUBUAU yxyyxyxx =+++++ 2  - загальний 

вигляд лінійного рівняння з частинними похідними другого порядку 
(A,B,C,D,E,F,G - деякі функції, або константи). Рівняння 

)xtsin(UUU xxx +=++ 53 2 - квазілінійне, а tsinUUUU xxxxt ++⋅= -нелінійне. 
Загальний вигляд квазілінійного рівняння: 

( )yxyyxyxx U,U,U,y,xGCUBUAU =++ 2 .                              (1) 

Квазілінійні, а ,отже, і лінійні, рівняння другого порядку поділяються на 
три типи.  Рівняння (1) є рівнянням гіперболічного типу, якщо 02 >−=∆ ACB , 
пораболічного типу, якщо 02 =−=∆ ACB , рівнянням еліптичного типу, 
якщо 02 <−=∆ ACB . Щоб звести (1) до канонічного вигляду, треба скласти 
звичайне диференціальне рівняння характеристик  

02
2

=+−






 C
dx

dy
B

dx

dy
A ,                                               (2)  

знайти загальні інтеграли останнього рівняння, і ввести нові незалежні зміни в 
рівнянні (1). 
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Таким чином маємо такі канонічні форми для РЧП: 
• 02 >−=∆ ACB  (гіперболічний тип) Φ=− ηηξξ UU  або Φ=ξηU ; 

• 02 <−=∆ ACB  (еліптичний тип) Φ=+ ββαα UU ; 

• 02 =−=∆ ACB  (параболічний тип) ( )ηξηη ηξΦ= U,U,U,,U . 

Перейдемо до розгляду прикладів. 
Приклад 1. Звести до канонічного вигляду рівняння  

02 322 =++− xyyxyxx xUtgUyytgxUxUtg . 

Розв'язок. У даному разі 0=∆ , отже, рівняння є рівнянням 

параболічного типу. Рівняння характеристик 02
2

22

=++








xtg

y

dx

dy

tgx

y

dx

dy
, його 

загальний інтеграл Cxsiny = . Маємо одну сім’ю дійсних характеристик. 
Покладемо xsiny=ξ . За ( )y,xη  візьмемо довільну двічі неперервно- 
диференційовану функцію, але таку, щоб якобіан перетворення 

( ) ( ) 0≠ηξ y,xD,D  в області, де зводимо рівняння до канонічного вигляду. 
Візьмемо y=η . Частинні похідні в нових змінних мають вигляд: 

ξ= xUcosyU x ,   ηξ += UxUsinU y , 

ξξξ −= xUsinyxUcosyUxx
22 , ηηξηξξ ++= UxUsinxUsinUyy 22 , 

( )
ξ

++=η+ξ+ηη+ηξ+ηξ+ξξ= ξηξξηξηηξηξξ xUcosxUcosyxUsinxcosyUUUUUU xyxyyxxyyxyxxy

.  
Підставляємо їх у рівняння і дістаємо остаточну відповідь 

0
2

2
=

η
ξ− ξηη UU . 

Приклад 2. Звести до канонічного вигляду рівняння  
022 22 =+++ yyyxyxx yUUxyxUUy . 

Розв'язок. Тут 022 <−=∆ yx . Рівняння є рівнянням еліптичного типу. 

Маємо таке рівняння характеристик: 022 2
2

2 =+−






 x
dx

dy
xy

dx

dy
y , розв’язуємо 

його: ( )i
y

x

dx

dy ±= 1 , звідси ( ) Cxiy +±= 22 1 . 

Введемо заміну змінних 222 x,yx =η−=ξ . Підставляємо в рівняння 
частинні похідні:  

( )ξη −= UUxU x 2 ,   ξ= yUU y 2 , 

( ) ξηξξξηηη −++−= UUUUUxUxx 2224 2 ,  ξηξξ +−= xyUxyUUxy 44 . 

Після спрощень дістаємо 0
2

11 =
η

+
η−ξ

++ ηξηηξξ UUUU . 

Приклад 3. Звести до канонічного вигляду рівняння Трікомі  
0=+ yyxx UyU . 
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Розв'язок.   У даному разі y−=∆ . При y=0 рівняння є рівнянням 
параболічного типу. Задана початкова форма вже є канонічною. Маємо таке 

рівняння характеристик: 01
2

=+








dx

dy
y . При y>0  рівняння є еліптичним. З 

рівняння характеристик дістаємо 02
1

=± idxdyy , звідки Cixy =±2
3

3
2 . 

Заміною 2
3

3
2 y,x =η=ξ , дістаємо такий канонічний вигляд рівняння Трікомі 

в області еліптичності: 0
3

1 =
η

++ ηηηξξ UUU . При y<0 рівняння є гіперболічним. 

Рівняння характеристик розпадається на два рівняння ( ) 02
1

=±− dxdyy  , звідки 

( ) 1
2

3

3
2 Cyx =−− , ( ) 2

2
3

3
2 Cyx =−+  Заміною змінних ( ) 2

3

3
2 yx −−=ξ , 

( ) 2
3

3
2 yx −+=η   надамо рівнянню такого канонічного вигляду в області 

гіперболічності ( ) 0
66

1 =−
η−ξ

− ηξξη UUU . 

Приклад 4. Звести до канонічного вигляду рівняння  
05422 =++++++ yxzzyzyyxyxx UUUUUUU . 

Розв'язок. Маємо рівняння із сталими коефіцієнтами для функції від 
трьох незалежних змінних. Початковому рівнянню поставимо у відповідність 
квадратичну форму  

( ) ( ) 2
3

2
32

2
21

2
332

2
221

2
1 25422 α+α+α+α+α=α+αα+α+αα+α . 

Щоб знайти перетворення, яке звело б початкове рівняння до 
канонічного вигляду, треба спочатку знайти перетворення, яке зводить до 
канонічного вигляду відповідну квадратичну форму. Введемо такі позначення: 

211 α+α=λ , 322 2α+α=λ , 33 α=λ . Звідси 3211 2λ+λ−λ=α , 322 2λ−λ=α , 

33 λ=α . Отже, матриця переходу від нових змінних ( )321 ,,i,i =λ  до старих 

( )321 ,,i,i =α  в канонічній формі має вигляд 
















−
−

=
100

210

211

A .  

Тепер матрицю шуканого перетворення дістаємо з матриці А 

транспонуванням 
















−
−=′=

122

011

001

AB . 

У початковому рівнянні переходимо до нових незалежних змінних за 
формулами x=ξ1 , yx +−=ξ2 , zyx +−=ξ 223 . Частинні похідні у нових 
змінних мають вигляд  

321
2 ξξξ +−= UUUU x , 

32
2 ξξ −= UUU y , 

3ξ=UU z , 

322131332211
4244 ξξξξξξξξξξξξ −−+++= UUUUUUU xx , 
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323322
44 ξξξξξξ −+= UUUU yy , 

33ξξ=UU zz , 

3332223121
442 ξξξξξξξξξξ −+−−= UUUUUU xy , 

3332
2 ξξξξ −= UUU yz  

 Підставимо їх у рівняння, після зведення подібних членів дістаємо 
шуканий канонічний вигляд 0

1332211
=+++ ξξξξξξξ UUUU . 

Приклад 5. Звести до канонічного вигляду рівняння та знайти загальний 
розв’зок рівняння 022 =− yyxx UyUx .  

Розв'язок. Оскільки 022 >=∆ yx , то рівняння скрізь гіперболічного 
типу, крім осей координат, які є лініями параболічності. Його можна звести до 
канонічного вигляду в кожному з координатних кутів. Рівняння характеристик 

02
2

2 =−






 y
dx

dy
x  має такі два загальні інтеграли: C

x

y
,Cxy == . Отже, треба 

ввести нові змінні: 
x

y
,xy =η=ξ . Обчислимо частинні похідні:  

ηξηξ −=η+ξ= U
x

y
yUUUU xxx 2

,   ηξηξ +=η+ξ= U
x

xUUUU yyy 2

1
, 

ηηηξηξξηξηηξηξξ ++−=η+ξ+η+ηξ+ξ= U
x

y
U

x

y
U

x

y
UyUUUUUU xxxxxxxxxx 34

2

2

2
222 222 , 

ηηξηξξηξηηξηξξ ++=η+ξ+η+ηξ+ξ= U
x

UUxUUUUUU yyyyyyyyyy 2

222 1
22 . 

Підставимо значення цих частинних похідних у рівняння  

0
1

222
2

22
34

2

2

2
22 =







 ++−







++− ηηξηξξηηηξηξξ U

x
UUxyU

x

y
U

x

y
U

x

y
Uyx  

 Отже, дістаємо канонічну форму даного рівняння 0
2

1 =
ξ

− ηξη UU . 

Перейдемо до побудови загального розв'язку. Для цього запровадимо нову 

функцію ( ) ( )ηξ=ηξ η ,U,V , тоді останнє рівняння має вигляд 0
2

1 =
ξ

−ξ VV . Це 

рівняння можна розглядати як звичайне диференціальне рівняння з незалежною 
зміною ξ , оскільки η входить сюди як параметр. 

Отже, 0
2

=
ξ

−
ξ

V

d

dV
, ClnlnVln +ξ=

2

1
, де ( )ηϕ=C , ( )ηϕ  - довільна 

функція. Маємо ( ) ( ) ξηϕ=ηξ,V . З другого боку, ( ) ( ) ξηϕ=ηξ= η ,UV . Тепер 

вважаємо η незалежною змінною, а ξ  параметром. Проінтегруємо по η: 

( ) ( ) ( )ξψ+ηηϕξ=ηξ ∫ d,U , ( )ξψ - довільна функція. Остаточно маємо 

( ) ( )xy
x

y
xyy,xU ψ+







Φ= , тут 






Φ
x

y
= ( )∫ ηηϕ d . 
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Тема 2. Постановка задач математичної фізики. 
 

Поставити крайову задачу, що відповідає розглядуваному фізичному 
процесові, означає: 

1) вибрати вдало функцію (величину), яка характеризувала б даний 
фізичний процес (при цьому реальний фізичний процес замінюють деяким 
ідеальним процесом, але так, щоб зберігались основні властивості реального 
процесу), вибрати систему координат в залежності від умов задачі, але так, щоб 
шукана функція залежала від мінімальної кількості змінних; 

2) використовуючи фізичні закони і співвідношення, скласти 
диференціальне рівняння для функції, що характеризує даний процес; 

3) встановити початкові умови для шуканої функції, тобто записати 
значення фізичних характеристик, що описують даний процес в початковий 
момент; 

4) сформулювати крайові умови, тобто записати умови процесу на межі 
тіла, якщо розглядаємо нескінченний об’єм, то записуємо умови поведінки 
процесу на нескінченності. 

Приклад 1. Верхній кінець пружного однорідного вертикально 
підвішеного важкого стрижня жорстко прикріпленого до стелі ліфту, який 
вільно падає, причому, досягнувши швидкості V, він миттєво зупиняється. 
Поставити задачу про малі поздовжні коливання цього стрижня. 

Розв'язок. Нехай зміщення 
поперечного перерізу вдовж осі ОХ є 
функцією U(x,t), яка характеризує даний 
процес. Верхній кінець стрижня в момент 
зупинки вибираємо за початок координат, 
вісь ОХ направляємо вертикально вниз 
(рис.1). Розглянемо елемент стрижня x∆ . 
Для визначення пружних сил, які діють 
на цей елемент, використаємо закон Гука 

( )t,xESUX x= , де Х - проекція на вісь ОХ 

сили F , з якою частина стрижня, що 
лежить нижче розглядуваного перерізу, діє на частину, що лежить вище цього 
перерізу;  S - площа перерізу; E - модуль пружності. На основі закону Гука 
маємо ( ) ( ) ( ) xt,xxESUt,xxESUt,xESUX xxxx ∆⋅∆θ+=∆++−= ( 10 <θ< ). Тут 
було використано теорему Лагранжа про скінченні прирости. Застосовуючи 
другий закон Ньютона для розглядуваного елемента та враховуючи принцип 
Даламбера, записуємо ( ) ( ) 000 =∆∆θ++∆ρ+∆ρ− xt,xxESUxgSt,xxUS xxctt , де g - 
прискорення сили тяжіння; 0ρ  - щільність стрижня; xc - координата центру 
тяжіння. Після скорочення на xS∆  і переходу до границі при 0→∆x  дістаємо 
диференціальне рівняння малих повздовжних коливань стрижня 

( ) ( ) 000 =+ρ+ρ− t,xEUgt,xU xxtt , і  остаточно маємо: 
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00
1

022
><<ρ=−=− t,lx,Ea,

a

g
U

a
U ttxx . 

Оскільки в момент зупинки стрижня (при t=0) його поперечні перерізи 
перебувають у стані спокою і їм надається стала швидкість V, то початкові 
умови мають вигляд ( ) ( ) V,xU,,xU t == 000 . 

Запишемо тепер граничні умови. Верхній кінець стрижня (х=0) 
нерухомий, тому гранична умова має вигляд ( ) 00 =t,U . Нижній кінець стрижня 
( lx = ) вільний. Для одержання граничної умови застосуємо міркування, 
аналогічні наведеним при виведенні рівняння, тільки тепер будемо розглядати 
елемент ( l,xl ∆− ). 

Запишемо другий закон Ньютона для цього елемента 
( )t,xlESUxUS xtt ∆−−=∆ρ0 , звідки, переходячи до границі при 0→∆x  , 

дістанемо крайову умову для кінця lx = : ( ) 0=t,lU x . 
Приклад 2. Поставити крайову 

задачу для поперечних коливань важкої 
струни, якщо вона обертається з кутовою 
швидкістю const=ω  відносно 
вертикального положення рівноваги, 
верхній кінець жорстко закріплено, а 
нижній -  вільний (рис.2). 

Розв'язок. Вісь ОХ спрямуємо по 
струні в положенні рівноваги, причому 
початок осі сумістимо із закріпленим 
кінцем струни. Нехай U(x,t) - поперечне 
відхилення точок струни від положення 
рівноваги. Вважаємо, що струна однорідна, а коливання малі. Виділяємо 
елемент струни ( )xSS ∆≈∆∆ . 

У даному разі маємо справу із складним рухом. Коливання струни щодо 
осі буде відносним рухом, обертання – переносним. Складаємо для 
розглядуванного елемента струни диференціальне рівняння динаміки 

відносного руху cl SSF
t

U
x ++=

∂
∂∆ρ

2

2

. Тут F - рівнодійна сил натягу, 

викликаних вагою струни ( ) ( ) ρ−−=ρ∆−−= gxlT,gxxlT 12 , g - прискорення 
сили тяжіння. Проекція на вісь U рівнодійної цих сил є 

( ) ( )
xxx x

U
gxl

x

U
gxxl

∂
∂ρ−−

∂
∂ρ∆−−

∆+

; 
2

2

t

U
xI

∂
∂∆ρ−=  - сили інерції, UxSl

2ω∆ρ=  - 

доцентрова сила, спрямована по осі U; [ ].відн
VmSc ⋅ω−= 2  – сили Каріоліса, 

проекція їх на вісь U  дорівнює нулеві. Отже за принципом Даламбера маємо: 

( ) ( ) 02
2

2

=ω∆ρ+
∂
∂∆ρ−

∂
∂ρ−−

∂
∂ρ∆−−

∆+

Ux
t

U
x

x

U
gxl

x

U
gxxl

xxx

. 
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Використовуючи теорему про середнє значення, скорочуючи на x∆ρ  і 
переходячи до границі при 0→∆x , дістаємо шукане рівняння  

( ) ( )∞<<<<
∂
∂=ω+






∂
∂−

∂
∂

t,lx
t

U
U

x

U
xl

x
g 00

2

2
2 . 

Початкові умови довільні: ( ) ( ) ( ) ( )x,xU,x,xU t ψ=ϕ= 00 . Граничні 
умови: кінець (х=0) - нерухомий, ( ) 00 =t,U ; нижній кінець lx =  - вільний, 

( )t,lU  - обмежна функція. 
Зауваження. якщо ж початок осі ОХ сумістити з вільним кінцем, то 

рівняння має вигляд 
2

2
2

t

U
U

x

U
x

x
g

∂
∂=ω+






∂
∂

∂
∂

. 

Приклад 3. Поставити крайову задачу для визначення температури 
однорідного ізотропного стрижня lx ≤≤0  з теплоізольованою бічною 
поверхнею, якщо його початкова температура є довільною функцією х. 
Стрижень має сталий поперечний переріз. Розглянути випадки: а) кінці 
стрижня підтримуються при заданій температурі; б) на кінці стрижня подається 
ззовні заданий тепловий потік; в) на кінці стрижня відбувається конвективний 
теплообмін (за законом Ньютона) з середовищем, температура якого задана. 

Розв'язок. За функцією, що характеризує даний процес, візьмемо 
температуру U(x,t).Складемо для неї диференціальне рівняння. Для цього 
спочатку треба скласти рівняння теплового балансу. Розглянемо елемент 
стрижня ( )xx,x ∆+ . Нехай σ  - площа поперечного перерізу, К- коефіцієнт 
внутрішньої теплепровідності. Використаємо закон внутрішньої 
теплопровідності в твердих тілах (закон Фур'є) для одновимірного випадку 

x

U
kq

∂
∂σ−=  , де q- кількість тепла, що протікає за одиницю часу в напрямку осі  

х через площу σ , перпендикулярну до осі х. Згідно з цим законом, сума тепла, 
що надходить у розглядуваний елемент ( )xx,x ∆+  за одиницю часу через 

перерізи х і xx ∆+  є 
xxx x

U
k

x

U
k

∆+∂
∂σ+

∂
∂σ− . 

Це тепло іде на приріст кількості тепла в елементі за одиницю часу 

t

U
xc

∂
∂∆ρσ , де с -питома теплоємність, ρ  - щільність маси. Звідси 

 
t

U
xc

x

U
k

x

U
k

xxx ∂
∂∆ρσ=

∂
∂σ+

∂
∂σ−

∆+

, 
t

U
xcx

x

U
k

xx
∂
∂∆ρσ=∆⋅

∂
∂σ

∆+
2

2

. 

Поділимо останню рівність на x∆σ  , далі переходимо до границі при 

0→∆x . Остаточно маємо ρ==
∂
∂−

∂
∂

c
ka,

t

U

ax

U
0

1
2

2

. 

Здобуте рівняння є рівняння теплопровідності. Початкова умова 
очевидна: ( ) ( ) lx,x,xU <<ϕ= 00 . 

Розглянемо крайові умови: 
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а) кінці стрижня підтримуються при заданій температурі, тобто 
( ) ( )tt,U 10 µ= , ( ) ( ) ∞<<µ= t,tt,lU 02 . 

б) використовуючи закон Фур’є, можна одразу записати крайові умови: 

( ) ( ) ( )tQ
k

tq
t,U x 1

10 =
σ

−= , ( ) ( ) ( ) ∞<<=
σ

= t,tQ
k

tq
t,lU x 02

2 . 

Якщо ( ) 01 =tQ , ( ) 02 =tQ  , то маємо випадок теплової ізоляції кінців 
стрижня. 

в) у цьому разі використовуємо закон Н’ютона  ( )0UUq −σα= , де q- 
кількість тепла, що протікає за одиницю часу через площу σ  поверхні тіла у 
навколишній простір; U0 -температура навколишнього середовища. На лівому 

кінці маємо ( )
00

0
=

=

−ασ=
∂
∂σ

x
x

UU
x

U
k  або  ( ) ( ) ( )[ ] kh,tt,Uht,U x

α=µ−= 100 . 

Аналогічно на правому кінці -  ( ) ( ) ( )[ ]tt,lUht,lU x 2µ−−= , де ( )t1µ  і ( )t2µ - 
значення температури навколишнього середовища біля кінців стрижня. 

Приклад 4. Дві пластинки завтовшки a1 і a2, виготовлені з різних 
матеріалів і нагріті до температур o

1t  і o

2t , в момент t = 0 вводяться  в дотик одна 
з другою. Скласти рівняння, яке визначало б процес вирівнювання температур, 
вважаючи, що вільні грані теплоізольовані від навколишнього простору. 

Розв'язок. Позначимо через ( )t,z,y,xt1  і ( )t,z,y,xt2  температури 
пластинок у загальному випадку. Але оскільки вільні грані теплоізольовані, то 

( )t,xt1   і ( )t,xt2 . Нехай 11 S,V  і 22 S,V  - відповідно об'єм і поверхня першої та 
другої пластинок, k1 і k2 - їх коефіцієнти теплопровідності, 1ρ  і 2ρ  - їх 
щільність, 1C  і 2C  - їх питомі теплоємності. 

Припустимо, що 0<x<a1. За законом Фур'є, кількість тепла, що 
надходить в об'єм 1V  через 1S  (з використанням формули Остроградського), 
знаходимо з виразу  

( ) ∫∫∫∫∫ ∫∫∫ ∂
∂=∇=

∂
∂−=

11 1

2
1

2

111
1

111
VS V

dv
x

t
kdvtkdivds

n

t
kQ . 

Для підвищення температури об'єму dv на величину dt1 за час dt 

потрібно таку кількість тепла: dvdt
t

t
CdvdtC

∂
∂ρ=ρ 1

11111 , а для підвищення 

температури всього об'єму ∫∫∫ ∂
∂ρ=

1

1
1121

V

dv
t

t
CQ . Оскільки 1121 QQ =  , то 

t

t
C

x

t
k

∂
∂ρ=

∂
∂ 1

112
1

2

1 , або  ( )1
1

1

11
2
1

2

0 ax
t

t

k

C

x

t <<
∂
∂ρ=

∂
∂

. 

Аналогічно дістаємо рівняння при 211 aaxa +<< : 
t

t

k

C

x

t

∂
∂ρ=

∂
∂ 2

2

22
2
2

2

 

Початкові умови: o

101 tt
t

=
=

 , o

202 tt
t

=
=

. 
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Для визначення граничних умов скористаємось законом Фур'є, 

вважаючи, що він справедливий аж до самих границь, ds
x

t
k

t

Q

∂
∂=

∂
∂ 1

1
1 , але 

тепловий потік на межі дорівнює нулеві. Звідси 00
21

2

0

1 =
∂
∂=

∂
∂

+== aaxx
x

t
,

x

t
. 

Аналогічно вважаючи, що закон Фур'є справедливий аж до самих 

границь взаємного дотику пластинок, маємо 
0

2
2

0

1
1

11 +→−→ ∂
∂=

∂
∂

axax
x

t
k

x

t
k . 

Оскількі між пластинами відсутній теплоізольований шар, то 

21 21 axax
tt

==
= . 

Приклад 5. Вивести рівняння стаціонарного процесу дифузії: а) в 
однорідному ізотропному середовищі, яке перебуває в стані спокою, б) в 
однорідному ізотропному середовищі, яке рухається із заданою швидкістю 
(наприклад, вздовж осі x). 

Розв'язок.  Нехай U(x,y,z) - концентрація. Використовуємо закон 
Нернста: DgradUq −= , де q - вектор щільності потоку речовини, D - коефіцієнт 
дифузії. Крім цього дифузійного потоку речовини, врахуємо потік переносу, 
так званий трансляційний потік VUQ = , ( )zyx V,V,VV = - швидкість руху 

середовища. Сумарний потік речовини: - VUDgradU +−  . Спроектуємо його 

на напрям n . Використовуючи закон зберігання речовини для нерухомої 

поверхні S, маємо 0=







+

∂
∂−∫∫ dsUV

n

U
D

S
n . Застасовуючи формулу 

Остроградського, дістаємо ( ) ( )[ ] 0=τ−∫∫∫
Ω

dVUdivDgradUdiv . Оскільки об'єм Ω  - 

довільний, а 0=divV , то рівняння стаціонарного процесу дифузії остаточно має 

вигляд ( ) ( ) 0=− VUdivDgradUdiv  або 0=
∂
∂−

∂
∂−

∂
∂−∆

z

U
V

y

U
V

x

U
VUD zyx . Звідси, 

очевидно, маємо такі частинні випадки: 
а) рівняння стаціонарного процесу дифузії в однорідному ізотропному 

середовищі, яке перебуває в стані спокою (V=0): 0=∆U . 
б) рівняння стаціонарного процесу в дифузії в однорідному ізотропному 

середовищі, яке рухається із заданою швидкістю V (наприклад, вздовж осі x, 

0=== zyx VV,VV ): 0=
∂
∂−∆

x

U

D

V
U , яке називають рівнянням газової aтаки. 

Приклад 6. Показати, виходячи з рівнянь Максвелла, що потенціал 
електростатичного поля задовольняє рівняння Пуассона. 

Розв'язок. Запишемо рівняння Максвелла для електромагнітного поля в 
однорідному ізотропному середовищі 
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j
ct

E

c
Hrot

π+
∂
∂ε= 4

  (1),   
t

H

c
Erot

∂
∂µ−=    (2), 

ε
πρ= 4

Ediv    (3), 0=Hdib    (4), 

де E , H - вектори відповідно електричного та магнітного полів; 
ε  - діелектрична стала; µ  - магнітна проникливість; с - швидкість світла 

в порожнечі; ρ  і j  - щільності зарядів і струмів, які є джерелами поля. У 

випадку електростатичного поля 0=Erot , звідки випливає, що E  - 
потенціальний вектор, який можна зобразити у вигляді gradUE −= , де 

( )MUU =  - потенціал поля в точці М. Підставимо gradUE −=  у рівняння (3) 

( )
ε
πρ−= 4

gradUdiv ,  
ε
πρ−=∆ 4

U . У порожнечі ε =1, тоді πρ−=∆ 4U . 

 
Тема 3. Метод Фур'є. 

 
Ефективний  та простий  метод Фур'є (метод відокремлення змінних) є 

одним з найпоширеніших при розв'язанні задач математичної фізики.  
Суть методу: розв'язок певного класу задач математичної фізики 

будують за допомогою суперпозиції частинних розв’язків розглядуванного 
рівняння, що мають вигляд добутку множників, кожен із яких є функцією 
тільки однієї змінної чи однієї групи змінних, від яких решта множників не 
залежить. Цей метод застосовується в основному для випадків, коли криві 
(поверхні), на яких задані крайові умови,  є координатними кривими 
(поверхнями) в декартовій чи в іншій системі координат. 

Приклад 1. Знайти розподіл потенціалу електростатичного поля ( )y,xU  
всередині прямокутника ОАСВ, у якого вздовж сторони ОВ потенціал дорівнює 

0U , а три інші сторони заземлені. Електричні заряди всередині прямокутника 
відсутні. 

Розв’язок. Оскільки електричні заряди всередині прямокутника 
відсутні, то задача зводиться до розв'язання рівняння Лапласа 0=∆U  при таких 
крайових умовах:  

( ) ( ) 00 0 == y,aU,Uy,U                                                (1)  
( ) ( ) 000 == b,xU,,xU                                                 (2)  

Шукаємо розв'зок рівняння 0=∆U  у вигляді ( ) ( ) ( )yYxXy,xU = , 
підставляємо в рівняння і відокремлюємо змінні  

( )
( )

( )
( ) λ=
′′

−=
′′

yY

yY

xX

xX
. 

Дістаємо рівняння  
( ) ( ) 0=λ−′′ xXxX                                                    (3)  
( ) ( ) 0=λ+′′ yYyY .                                                  (4)  

Враховуючи умови (2), маємо:  
( ) ( ) 000 == bY,Y .                                                 (5) 
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Розв'язуємо тепер найпростішу задачу Штурма-Ліувілля (4), (5). 
Вважаємо, що 0>λ . Роз'язок рівняння (4) є 

( ) ysinBycosAyY λ+λ= , 

а із (5) знаходимо власні значення K,,n,
b

n
21

2

=






 π=λ . Відповідними 

власними функціями є ( ) y
b

n
sinByY nn

π= . Оскільки потрібно брати лінійно-

незалежні функції, то n=1,2,…, а не K,,n 21±±= . Розв'язком рівняння (3) є  

( ) x
b

n

n

x
b

n

nn eDeCxX
π−π

+= , 
а частинний розв'язок початкової задачі ( ) ( ) ( )yYxXy,xU nnn = . Із частинних сум 
будуємо загальний розв'язок  

( ) y
b

n
sineB

~
eA

~
y,xU

n

x
b

n

n

x
b

n

n

π










+=∑

∞

=

π
−

π

1

. 

Вважаємо, що цей ряд можна почленно диференціювати двічі, тоді він 
задовольнятиме рівнянню Лапласа. 

Задовольняємо умови (1)  

( ) ( ) 0
1

0 Uy
b

n
sinB

~
A
~

y,U
n

nn =π+=∑
∞

=
, 

( ) 0
1

=π










+=∑

∞

=

π
−

π

y
b

n
sineB

~
eA

~
y,aU

n

a
b

n

n

a
b

n

n . 

Тоді y
b

n
sinaU

n
n

π=∑
∞

=1
0 , де nnn aB

~
A
~ =+ . Коефіцієнти Фур'є обчислюємо за 

формулою  

( )[ ]∫







=+=
π

==
=−−

π
=π=

b
n

n
,,,k,kn,

n

U

,,k,kn,

n

U
ydy

b

n
sinU

b
a

0
0

0
0

21012
4

2120
11

22

K

K

. 

Коли n - парне, 0== nn B
~

A
~

. Для непарного n маємо 
a

b

n

nn eB
~

A
~

π−
−=

2

, тобто 











−π

=
π

− a
b

nn

en

U
B
~

2

0

1

4
, звідки n

a
b

n
a

b

n

a
b

n

n A
~

een

eU
B
~ −=











−π

=
π

−
π

π

04
, . Остаточно маємо: 

( )
( )

( )
( )

y
b

k
sin

a
b

k
shk

xa
b

k
shU

y,xU
n

π+

π++

−π+

π
= ∑

∞

=

12
12

12

12
4

0

0 . 

Приклад 2. Визначити стаціонарний розподіл температури всередині 
твердого тіла, яке має форму обмеженого циліндра радіуса а висоти l, якщо до 



 14

нижньої основи  підведено сталий тепловий потік q, бічна поверхня  і верхня 
основа  підтримуються при нульовій температурі. Розглянути випадок 
напівобмеженого циліндра. 

Розв’язок.   Виберемо циліндричну систему координат так, щоб нижня 
основа лежала на площині ϕρ,  (тобто при 0=z ), а вісь z співпадала з віссю 
циліндра. Тоді задача зводиться до розв'язання рівняння Лапласа  

0
11

2

2

22

2

=
ϕ∂

∂
ρ

+
∂
∂+









ρ∂
∂

ρ∂
∂

ρ
≡∆ U

z

UU
U , 

при таких крайових умовах: 

00
0

===
∂
∂−

==ρ
=

lza
z

U,U,q
z

U
k . 

В силу симетрії розподіл температури не залежить від ϕ , тоді ( )z,UU ρ= . 
Застосовуємо метод Фур'є безпосередньо. Шукаємо розв'язок задачі у вигляді 

( ) ( ) ( )zZRz,U ρ=ρ . Підставляємо в рівняння і відокремлюємо змінні  

λ−=
′′

−=
ρ

′+′′ρ
Z

Z

R

RR
. 

Дістаємо два рівняння: 
 0=λρ+′+′′ρ RRR ,                                                  (1)  

0=λ−′′ ZZ .                                                      (2) 
Перше рівняння - є рівняння Бесселя. Справді, зробивши заміну 










ζ
λ=

ρ
λ

ζ
=

ρλ
ζ=ρρλ=ζ

2

2

2

2

d

Rd

d

Rd
,

d

dR

d

dR
,, , дістаємо рівняння Бесселя 

0
1

2

2

=+
ζζ

+
ζ

R
d

dR

d

Rd
, 

розв’язком якого є функції Бесселя нульового порядку.  
Розв'язок цього рівняння є ( ) ( ) ( )ζ+ζ=ζ 00 BNAJR . Шукаємо обмежений 

розв'язок, тому покладемо B=0. Отже, ( ) ( )ζ=ζ 0AJR , або ( ) ( )ρλ=ρ 0AJR . 

Використавши граничну умову ,U
a

0=
=ρ

 дістаємо ( ) 00 =λ aJ . Корені 

останнього рівняння позначимо через nµ , тоді 
2








µ=λµ=λ
a

,a n
nn , і 

( ) 






 ρµ=ρ
a

JAR n
nn 0 . Ця система функцій ортогональна з вагою ρ  на [ ]a,ρ . 

Розв'язок другого рівняння є ( ) z
a

shCz
a

chBzZ n
n

n
nn

µ+µ= . Загальний розв'язок 

задачі записуємо у вигляді ( ) ∑
∞

=







 ρµ







 µ+µ=ρ
1

0
n

nn
n

n
n a

Jz
a

shB
~

z
a

chA
~

z,U .  

Для знаходження nA
~

 і nB
~

 використовуємо інші дві крайові умови  
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k

q

a
J

a
B
~

z

U

n

nn
n

z

−=






 ρµµ=
∂
∂

∑
∞

== 1
0

0

. 

Позначивши ξ=ρ
a

, маємо ( )
k

q
J

a
B
~

n
n

n
n −=ξµµ

∑
∞

=1
0  тоді  

( ) ( ) ( )∫∫ µ=ξξµξ=ξξµξ−=µ 1

0

2
1

2
0

2
1

0
02 2

1
nnnn

n
n

n JdJN,dJ
kN

q
B
~

a
. 

Отже, ( ) ( ) ( )nn
n

n
n

n

Jk

q
dJ

kJ

q
B
~

a µµ
−=ξξµξ

µ
−=µ

∫
1

1

0
02

1

22
, звідки ( )nn

n Jk

aq
B
~

µµ
−=

1
2

2
.  

Використовуючи умову 0=
=lz

U , маємо 
( ) l

a
chkJ

l
a

aqsh

l
a

ch

l
a

sh
B
~

A
~

n
nn

n

n

n

nn µµµ

µ

=µ

µ

=−=
1

2

2
. 

Остаточно ( )
( )

( )
∑
∞

= µµµ








 ρµ−µ

=ρ
1

1
2

02

n n
nn

nn

l
a

chkJ

a
Jzl

a
sh

k

aq
z,U .  

При ∞→l  із останньої формули дістаємо ( ) ( )
z

a

n nn

n
n

e
J

a
J

k

aq
z,U

µ−∞

=
∑ µµ








 ρµ

=ρ
1 1

2

02
. 

Приклад 3. Знайти розв'язок рівняння Пуассона 2−=∆u  у 

прямокутнику 
22

0
b

y
b

,ax:D ≤≤−≤≤ , якщо цей розв'язок на контурі цієї 

області дорівнює нулеві. 
Розв'язок. Шукаємо розв'язок у вигляді суми двох функцій: wvu += , де 

v- розв'язок рівняння Пуассона, що задовольняє умови: ( ) 00 =y,v ,  ( ) 0=y,av  

(можна v шукати у вигляді CBxAx ++2 ), а w - розв'язок рівняння Лапласса, 

який на контурі набуває таких значень: ( ) 00 =y,w , ( ) 0=y,aw  ( )xv
b

,xw −=






 −
2

, 

( )xv
b

,xw −=








2
. Отже, враховуючи умови для функції ( )y,xv  та її вигляд, маємо 

( ) ( )xaxaxxxv −=+−= 2 .  Для знаходження w використовуємо метод Фур'є:  
( ) ( )yYxXw = , 

( ) ( ) x
a

n
sinC

~
X,

a

n
,aXX,XX nnn

π=






 π=λ===λ+′′
2

000 , 

( ) y
a

n

n

y
a

n

nnn eB
~

eA
~

yY,YY
π−π

+==λ−′′ 0  
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 Отже, ( ) x
a

n
sineBeAy,xw

n

x
b

n

n

x
b

n

n

π










+=∑

∞

=

π−π

1

. Враховуючи граничні 

умови для w, дістаємо nn BA = . Тоді остаточно:  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )∑
∞

π++

π+π+

π
−−=

0 3
3

2

2

12
12

1212
8

a

bn
chn

a

xn
sin

a

yn
ch

a
xaxy,xu . 

Приклад 4. Один кінець стрижня закріплений пружно, а другий - 
вільний. Знайти поздовжні коливання стрижня при довільних початкових 
даних. 

Розв'язок.  Потрібно проінтегрувати рівняння 0
1

2
=− ttxx u

a
u , при таких 

граничних та початкових умовах: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) .lx,x,xu,x,xu

t,t,lhut,lu,t,u

t

xx

≤≤ϕ=ϕ=
>=+=

000

0000

21

 

Тут 
σ

=
E

k
h , k - коефіцієнт, що характеризує жорсткість закріплення. 

За схемою методу Фур'є маємо: 
( ) ( ) ( ) 00 2 =+′′=λ+′′= TaT,XX,tTxXt,xu . 

Використовуючи граничні умови, дістаємо : 
0=λλ−λλλ=λ+λ= lsinlcosh,xcosBX,xsinBxcosAX , 

 звідки ( )l,
hl

tg λ=µ
µ

=µ . Нехай kµ  (k=1,2,…) - додатні корені рівняння 

hltg =µµ . Тоді 
2








µ=λ
l
k

k , а відповідні власні функції x
l

cosX k
k

µ= . Розв'язок 

другого рівняння 02 =+′′ TaT  при тих самих λ  має вигляд: 

t
l

a
sinBt

l

a
cosAT k

k
k

kk

µ+µ= , 

 λ=0 - не є власним значенням. 
Загальний розв'язок початкової задачі запишемо у вигляді 

( ) x
l

cost
l

a
sinBt

l

a
cosAt,xu kk

k
k

k

µ





 µ+µ=∑
∞

0

. 

Коефіцієнти Аk і Bk визначаємо з початкових умов: 

( ) ( ) ( ) xdx
l

cosx
N

Ax
l

cosAx,xu k
l

k
k

k
k

µϕ=⇒
µ=ϕ= ∑ ∫

∞

1 0
121

1
0  

( ) ( ) ( ) xdx
l

cosx
Na

l
Bx

l
cos

l

a
Bx,xu k

l

kk
k

kk
kt

µϕ
µ

=⇒
µµ=ϕ= ∑ ∫

∞

1 0
2220  

Тут  
222

222

00

22

2

2
1

2

1

lh

lhhll
dxx

l
cosdxx

l
cosN

k

k
l

k
l

k
k +µ

++µ=






 µ+=µ= ∫∫ . 
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Приклад 5. Вивчити вимушені поперечні коливання струни, яка на кінці 
х=0 закріплена, а на кінці x=l зазнає дію збурювальної гармонічної сили. Ця 
сила викликає зміщення tsinA ω . 

Розв'язок.   Потрібно розв'язати рівняння 0
1

2
=− ttxx u

a
u , за таких 

початкових та граничних умов: 
( ) ( )
( ) ( ) .lx,,xu,,xu

t,tsinAt,lu,t,u

t ≤≤==
>ω==

00000

000
. 

Оскільки крайові умови ненульові, то шукаємо розв'язок задачі у вигляді 
суми ( ) ( ) ( )t,xwt,xvt,xu += , де ( )t,xw  - розв'язок початкового рівняння, що 
задовольняє такі граничні умови: ( ) ( ) ,tsinAt,lw,t,w ω== 00  а ( )t,xv  

задовольняє рівняння 0
1

2
=− ttxx v

a
v  і умови ( ) ( ) ( ) ,,xv,t,lv,t,v 00000 === . 

Підберемо ( )t,xw  таким чином: ( ) ( ) tsinxXt,xw ω= . Підставляючи ( )t,xw  

у рівняння, дістаємо 0
2

2

=ω+′′ X
a

X . Тоді x
a

sinCx
a

cosCX
ω+ω= 21 . Отже, 

( ) tsinx
a

sinCx
a

cosCt,xw ω






 ω+ω= 21 . Враховуючи умови для ( )t,xw , маємо 

С1=0, 
l

a
sin

A
C ω=2  тоді ( ) tsin

l
a

sin

x
a

sinA
t,xw ωω

ω

= . 

Для знаходження функції ( )t,xv  застосовуємо метод Фур'є  

t
l

na
sinBt

l

na
cosAT,x

l

n
sinX,

l

n
nnnnn

π+π=π=






 π=λ
2

. 

 Тоді ( ) x
l

n
sint

l

na
sinBt

l

na
cosAt,xV nn

π







 π+π=∑
∞

1

. Оскільки 

( ) ( ) ( )000 ,xv,xw,xu ttt += , ( )
l

a
sin

x
a

sinA
o,xvt ω

ωω
= . Вважаємо, що ω  не збігається із 

власною частотою коливань. Остаточно записуємо:  

( ) ( )
∑
∞ −








 =π≠ωππ








 π−ω

−ω+ωω

ω

=
1

2
2

1

21
12

K,,n,
l

an
,x

l

n
sint

l

an
sin

l

anl

aA
tsin

l
a

sin

x
a

sinA
t,xu

n

 
Приклад 6. Дано необмежену пластинку завтовшки 2R при нульовій 

температурі. Пластинка нагрівається з обох сторін однаково сталим тепловим 
потоком q. Знайти розподіл температури за товщиною пластинки в будь-який 
момент часу t>0. 
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Розв'язок. Оскільки пластинка нагрівається однаково з обох сторін, то 
нам достатньо вивчити розподіл температури лише при Rx ≤≤0 . Для 

0≤≤− xR  розподіл температури буде аналогічним. Отже, треба знайти 

розв'язок рівняння 0
1

2
=− txx u

a
u , при таких умовах: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0000 =−=−== ,xu,qt,Rku,qt,Rku,t,u xxx . Шукаємо розв'язок у 
вигляді суми двох функцій ( ) ( ) ( )t,xut,xut,xu 21 += , де ( )t,xu2  підбираємо так, 
щоб вона задовольняла заданим граничним умовам. Очевидно, що 

( ) 2
2 2

x
Rk

q
t,xu = . Для ( )t,xu1  маємо задачу: 

( ) ( ) ( )
00

0

2
0

1 11
2

1
1

22
1

2

=
∂

∂=
∂

∂−=−=
∂

∂−
∂
∂

x

t,Ru
,

x

t,u
,

Rk

qx
,xu,

Rk

q

t

u

ax

u
. 

Розв'язок останньої знову шукаємо у вигляді суми двох функцій 

( ) ( ) ( ) ( ) t
Rk

qa
tw,twt,xvt,xu

2

1 =+= , а ( )t,xv  визначаємо як розв'язок задачі для 

однорідного рівняння : 

( ) ( ) ( )
00

0

2
00

1 2

22

2

=
∂

∂=
∂

∂−==
∂
∂−

∂
∂

x

t,Rv
,

x

t,v
,

Rk

qx
,xv,

t

v

ax

v
. 

Тепер можна безпосередньо використати метод Фур'є ( ) ( ) ( )tTxXt,xv = .  

( ) ( ) x
R

n
cosX,

R

n
,RX,X,XX nn

π=






 π=λ=′=′=λ+′′
2

0000 , 

ta
nn

neCT,TaT λ−==λ+′
2

02 ,  ( ) ∑
∞ π− π=
0

2

22
2

x
R

n
coseCt,xv

t
R

n
a

n , 

( )
k

qR

Rk

q
dxx

R
C,

nk

qR
xdx

R

n
cosx

Rk

q

R
C

RnR

n 62

112

2

2

0

2
022

2

0

−=






−=−
π

−=π−= ∫∫ . 

Тепер шуканий розв'язок записуємо у вигляді: 

( ) ( ) =π−
π

−−+=
π−∞

∑ x
R

n
cose

nk

qR

k

qR
t

Rk

qa
x

Rk

q
t,xu

t
R

nan
2

222

1
22

2
2 12

62
 

( )
x

R

n
cose

nk

qR

a

xR
t

Rk

qa t
R

nan π−
π

−






 −−=
π−∞

∑
2

222

1
222

222 12

6

3
. 

Приклад 7. Початкова температура тонкого однорідного стрижня 
довжиною l дорівнює нулеві. На кінці x=0 температура росте лінійно з часом 

( ) Att,u =0 (A-const). На кінці x=l  підтримується нульова температура. Знайти 
розподіл температури вздовж стрижня при t>0. 

Розв'язок. Потрібно проінтегрувати однорідне рівняння 

теплопровідності 0
1

2
=− txx u

a
u , при ( ) ( ) ( ) 0000 === t,lu,,xu,Att,u .  
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Оскільки маємо неоднорідність у крайовій умові, то шукатимемо 

розв'язок у вигляді ( ) ( ) 






 −+=
l

x
Att,xwt,xu 1 . Підставимо у початкове рівняння 

( ) ( )t,xwa
l

x
At,xw xxt

21 =






 −+ . Маємо такі умови для функції w: 

( ) ( ) ( ) 00000 === t,lw,,xw,t,w . 
Розв'язок неоднорідного рівняння теплопровідності з нульовими 

умовами  шукаємо у вигляді ( ) ( ) ( )xvt,xvt,xw 21 += , де для ( )xv2 : 

( ) ( ) ( ) 0001 222
2 ===







 − lv,v,va
l

x
At xx . Звідси 













+







−






−=
l

x

l

x

l

x

a

Al
v 23

6

23

2

2

2 . 

Для ( )t,xv1  маємо задачу ( ) ( ) 0000
1

11
1

22
1

2

===
∂
∂−

∂
∂

t,lv,t,v,
t

v

ax

v
, 

( ) 












+







−






−=
l

x

l

x

l

x

a

Al
,xv 23

6
0

23

2

2

1 . Останню розв'язуємо за методом Фур'є. 

Дістаємо  ( ) ∑
∞ π− π

π
=

1
323

2

1

2

22
212

x
l

n
sine

na

Al
t,xv

t
l

n
a

. Остаточно маємо  

( ) x
l

n
sine

na

Al

l

x

l

x

l

x

a

Al

l

x
Att,xu

t
l

na π
π

+







−−







 −=
π−∞

∑
2

222

1
332

2

2

2

3

3

2

2 12
23

6
1 . 

Приклад 8. Знайти температуру стрижня lx ≤≤0  із теплоізольованою 
бічною поверхнею, якщо на його кінцях відбувається конвективний теплообмін 
з навколишнім середовищем, яке має сталу температуру. Початкова 
температура стрижня довільна.  

Розв'язок. Задача зводиться до інтегрування рівняння теплопровідності  

0
1

2
=− txx u

a
u , 

при ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 00000 21 =−+==−− ut,luHt,lu,xf,xu,ut,uHt,u xx .  
Шукатимемо розв'язок у вигляді ( ) ( ) ∞<<<<+= t,lx,t,xvxwu 00 , де 

( )xw  задовольняє рівняння  ( ) 0=′′ xw  та умови  
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0000 21 =−+′=−−′ ulwHlw,uwHw , 

 а  ( )t,xv - рівняння 0
1

22

2

=
∂
∂−

∂
∂

t

v

ax

v
 та умови: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00000 =+−==− t,lHvt,lv,xwxf,xv,t,Hvt,v xx . 
Функцію ( )t,xw  знаходимо безпосереднім інтегруванням рівняння 

( ) 0=′′ xw . Маємо ( ) 21 CxCt,xw += . Використовуючи умови для ( )t,xw , 

знаходимо сталі С1 і С2:  
( )

Hl

uHlu
C,

Hl

uu
HC

+
++=

+
−=

2

1

2
12

2
12

1 . 

Функцію ( )t,xv  знаходимо, користуючись методом Фур'є: 
( ) ( ) ( )tTxXt,xv = ,  
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,TT 0=λ+′ 0
2

=λ+′′ X
a

X , ( ) ( ) ( ) ( ) 0000 =+′=−′ lHXlX,HXX , 

xsinBxcosAX λ+λ=  

Використовуємо граничні умови для Х(х): 0=−λ HAB , 

( ) 0=λ+λ+λλ+λλ− lcosAlsinBHlcosBlsinA . 

 Звідси 
µ

−µ=µ
22
lH

Hl
ctg , де lλ=µ . Нехай nµ  - додатні корені цього 

трансцендентного рівняння. Тоді 

2








 µ
−

=µ
µ

+µ= l

at

nn
n

n

n
n

n

eCT,x
l

sin
HL

x
l

cosX ,  

( ) 






 µ
µ

+µ=∑
∞ 







 µ−
x

l
sin

HL
x

l
coseCt,xv n

n

nl

at

n

n

1

2

, 

де                   ( ) ( )[ ] dxx
l

sin
HL

x
l

cosxwxf
X

C n

n

n
l

n

n 






 µ
µ

−µ−= ∫
0

2

1
, 

2

2
2

0

2
2

2

2








µ

+











+







µ

=






 µ
µ

+µ= ∫

l

HlH
l

dxx
l

sin
HL

x
l

cosX
n

n

l
n

n

n
n . 

Тема 4. Метод Рімана. 
 

При дослідженні задач, пов'язаних з більш загальним гіперболічним 

рівнянням другого порядку: ( ) fcu
x

u
b

xx

u
auL

i

n

i
i

ki

n

k,i
ik −=+

∂
∂+

∂∂
∂≡ ∑∑

+

=

+

=

1

1

21

1

, де 

f,b,aa ikiik = - функції незалежних змінних, важливими є інтегральні формули, 
що встановлюють зв'язок між інтегралом по області з інтегралом по межі цієї 
області. 

Ліву частину останнього рівняння ( )uL  називають лінійним 
диференціальним оператором другого порядку, а диференціальний оператор 

( ) ( ) ( ) cvvb
x

va
xx

vM
n

i
i

i

n

k,i
ik

ki

+
∂
∂−

∂∂
∂≡ ∑∑

+

=

+

=

1

1

1

1

2

 - спряженим з оператором ( )uL . 

Розглянемо рівняння  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )y,xfuy,xc
y

u
y,xb

x

u
y,xa

yx

u
uL =+

∂
∂+

∂
∂+

∂∂
∂≡

2

.                (1) 

Оператором, спряженим до ( )uL , є оператор 
 

( ) ( ) ( )
cv

y

bv

x

av

yx

v
uL* +

∂
∂−

∂
∂−

∂∂
∂≡

2

. 
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Функції ( )y,xa  і ( )y,xb  мають неперервні перші похідні. На площині ХОУ 
беремо довільну точку ( )00 y,xM  і проводимо через неї характеристики 

00 yy,xx == , останні перетинають криву АВ, відповідно в точках Р і Q 
(рис.3). Формула Рімана 

( ) ( ) ( )
−







 +
∂
∂−

∂
∂−







 +
∂
∂−

∂
∂+

+
= ∫ dyauV

y

V
u

y

u
VdxbuV

x

V
u

x

u
V

uVuV
Mu

QP

QP 22
2

1

2
 

( )dxdyy,xVf
D
∫∫−                                                      (2) 

дає розв'язок задачі Коші, якщо він існує, 
для рівняння (1) при таких умовах на 
кривій AB: 

ψ=
∂
∂ϕ=

AB
AB n

u
,u .         (3) 

До (2) входить функція Рімана 
( )00 y,x;y,xV , яка є функцією двох пар 

змінних: ( )y,x  і фіксованих координат 
( )00 y,x  точки М. Вона є розв'язком 
однорідного спряженого рівняння і 
задовольняє умови: 

1)  
( ) ( ) ( )0000

000 y,x;y,xVy,xb
x

y,x;y,xV =
∂

∂
 на характеристиці QM; 

2) 
( ) ( ) ( )0000

000 y,x;y,xVy,xa
y

y,x;y,xV =
∂

∂
 на характеристиці MP; 

3) ( ) 10000 =y,x;y,xV , або 

( )
( )∫

=

x

x

dxy,xb

ey,x;y,xV 0

0

000 , ( )
( )∫

=

y

y

dyy,xa

ey,x;y,xV 0

0

000 . 
Зауважимо, що функція Рімана не залежить ні від данних Коші (3) на 

кривій АВ, ні від вигляду цієї кривої, ні від правої частини рівняння (1). Отже, 
метод Рімана зводить розв'язання задачі Коші до знаходження функції Рімана 

( )00 y,x;y,xV . Якщо функцію Рімана для гіперболічного оператора ( )uL  чи 

( )uL*  знайдено, то можна одразу написати в інтегральній формі розв'язок 
досить широкого класу задач, пов'язаних із цим гіперболічним оператором.  

Приклад 1. Розв'язати граничну задачу:  

;y,x,
x

u
x

y

u
y +∞<<+∞<<∞−=

∂
∂−

∂
∂

10
2

2
2

2

2
2  

( ) ( ) +∞<<∞−ψ=
∂
∂ϕ=

=
= x,x

y

u
,xu

y
y

1
1

. 
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Розв'язок.  Побудуємо функцію Рімана. У рівнянні виконаємо заміну 

x

y
,xy =η=ξ . Дістанемо рівняння вигляду 0

2

1 =
ξ

− ηξη uu . Згідно з теорією, 

функція Рімана повиння задовольняти однорідне спряжене рівняння 

0
2

1 =
ξ

+ ηξη VV  і такі умови на характеристиках:  

( )
( )

ξ
ξ==ηξηξ

∫
ξ

ξ

− ξξ−
0

2

000
0

1d

e,;,V  (MQ),    ( ) 10
000 ==ηξηξ

∫
η

η
ηd

e,;,V  (MP). 

У данному разі такою функцією є ( )
ξ
ξ=ηξηξ 0

00 ,;,V . Формула Рімана 

(2) при 0
2

1
0 =

ξ
−== f,b,a  має вигляд: 

( ) ( ) ( )
=η









η∂
∂−

η∂
∂−ξ









ξ
−

ξ∂
∂−

ξ∂
∂+

+
=ηξ ∫ d

V
u

u
Vd

uVV
u

u
V

uVuV
,u

QP

QP

2

1

200  

( ) ( )
ξ









ξ
+

η∂
∂

ξ
+

ξ∂
∂−ξ









η∂
∂

ξ
+

ξ∂
∂+

+
= ∫∫

η

ξ

η

ξ
d

VVV
ud

uu
V

uVuV QP
0

0

0

0

1

2

1

2

1

2

11

2

1

2
 

Використавши задані додаткові умови, маємо:  

( )
2

3
0

2
1

111
2

2

11

ξ

ξ
=








ξ
+

η∂
∂

ξ
+

ξ∂
∂ξψξ=

∂
∂

ξ
η=









η∂
∂

ξ
+

ξ∂
∂ −

==ξη=ξη

VVV
,

y

uuu

y

. 

Врахувавши, що ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00
0

0 1
1 ηξ==








η
ϕ=ξϕ= QV,PV,Qu,Pu  

із формули Рімана дістаємо: 

( ) ( ) ( ) ( ) ξ
ξ

ξψξ
+ξ

ξ

ξϕξ
−








η
ϕ

ηξ
+ξϕ=ηξ ∫∫

ξ

η

ξ

η

dd,u
0

0

0

0

1 2
3

0

1 2
3

0

0

000
00 24

1

22
. 

Повернувшись до старих змінних маємо: 

( ) ( ) ( ) ( )
dz

z

zxy
dz

z

zxy

y

xyxy
y,xu

y
x

xy

y
x

xy
∫∫

ϕ+ϕ−







ϕ+ϕ=

2
3

2
3 2422

. 

Приклад 2. Знайти функцію Рімана для 
оператора 

( ) consta,uc
x

u
a

t

u
uL =−

∂
∂−

∂
∂≡ 2

2

2
2

2

2

, 

і розв'язати за її допомогою таку крайову задачу 
(рис.4):  

( ) ;t,x,t,xfuc
x

u
a

t

u +∞<<+∞<<∞−+−
∂
∂=

∂
∂

02
2

2
2

2

2
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( ) ( ) ( ) ( ) +∞<<∞−ψ=ϕ= x,x,xu,x,xu t 00 . 

Розв'язок. Формула Рімана в данному разі має вигляд  

( ) ( ) ( )
∫ ∫∫+


















∂
∂+

∂
∂−









∂
∂+

∂
∂+

+
=

2

1

21

2

1

2

1

2
22

Q

Q D

QQ Vfds
a

dt
x

V
adx

t

V
udt

x

u
adx

t

u
V

a

uu
Pu , 

оскільки вздовж характеристик ( ) ( )ξ−−=τ−ξ−=τ− x
a

t,x
a

t
11

 функція 

Рімана V=1. 
Враховуючи задані умови, спростимо формулу Рімана 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )∫∫∫

∫

τ+ξ

τ−ξ

τ+ξ

τ−ξ

+ψ+

+
∂

∂ϕ−τ+ξϕ+τ−ξϕ=

D

a

a

a

a

dst,xft,xV
a

dx,xVx
a

dx
t

,xV
x

a

aa
Pu

2

1
0

2

1

0

2

1

2
. 

Цікавим є фізичний зміст останньой формули: перший член є розв'язком 
задачі поширення початкової деформації ( )xϕ , другий член - розв'язок задачі 
поширення початкової швидкості, третій член розв'язок задачі про 
випромінювання.  

Шукаємо функцію Рімана у вигляді ( ) ( ) ( )
2

2
2

a

x
tz,zFV

ξ−−τ−== , де 

ця функція, очевидно, дорівнює нулеві вздовж обох характеристик, дійсна в 
трикутнику D, при цьому ( ) 10 =F . Запишемо рівняння, яке має задовольняти 
функція Рімана. Для цього треба обчислити похідні: 

( ) ( )
,F

za

x
F

z

t

t

z
F

t

z
F

t

V ′ξ−−′′τ−=
∂
∂′+









∂
∂′′=

∂
∂

32

2

2

2

2

22

2

2

 

( ) ( )
,F

za

x
F

za

t

x

z
F

x

z
F

x

V ′′ξ−+′τ−−=
∂
∂′+









∂
∂′′=

∂
∂

24

2

32

2

2

22

2

2

 

тоді  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

FcF
z

FFcF
z

a

x
t

F
z

a

a
t

VL* 22
3

2

2
2

2

2

2
2

1 −′+′′=−′

ξ−−τ−
+′′

ξ−−τ−
≡ . 

Отже, для функції F маємо звичайне диференціальне рівняння 

0
1 2 =−′+′′ FcF
z

F - рівняння циліндричних функцій нульового порядку. Його 

розв'язком, що задовольняє умову ( ) 10 =F , є ( ) ( ) ( )zcIczJzF 0
2

0 =−= . Функція 
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Рімана розглядуваного оператора має вигляд ( ) ( )












 ξ−−τ−=
2

2
2

0
a

x
tcIV . 

Враховуємо, що ( ) ( ) ( )
za

x
czcI

za

x
czcI

za

x
cczJ

x

V '
21202

22
0

ξ−−=ξ−′=ξ−−−−=
∂
∂

,  

( ) ( ) ( )
z

t
czcI

z

t
czcI

z

t
cczJ

t

V ' τ−=τ−′=






 τ−−−=
∂
∂

10
22

0 .  

Підставимо значення функції V та її похідних у формулу Рімана. Остаточно 
дістаємо розв'язок поставленої задачі  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

∫∫

∫

τ−+

τ−−

+

−

ξτξ












 ξ−−τ−τ+

+ξ












 ξ−−++ϕ+−ϕ=

tax

tax

t

atx

atx

d,f
a

x
tcId

a

d
a

x
tcI

ctatxatx
t,xu

2

2
2

0
0

2

2
2

1

2

1

22
. 

Зауваження. Коли c=o, формули значно спрощуються. Оскільки 
( ) ( ) 100 00 == IJ , то 1≡V . Розв'язок задачі Коші має вигляд  

( ) ( ) ( ) ( ) ∫∫∫
+

−
+ξξψ++ϕ+−ϕ=

D

atx

atx

fds
a

d
a

atxatx
t,xu

2

1

2

1

2
,  

при f=0 остання формула збігається із формулою Даламбера. 
 
 

Тема 5. Метод функції Гріна для рівняння Лапласа. 
 

Метод функції Гріна найчастіше застосовується при розв'язанні 
граничних задач для рівнянь еліптичного типу. Він дає змогу записати в явному 
вигляді розв'язок граничної задачі з довільними крайовими умовами, якщо 
відома функція Гріна. 

Означення. Функцією Гріна першої крайової задачі для рівняння 
Лапласа називається функція G(M,P), що задовольнєя умовам: 

1. G(M,P) як функція точки ( )ζηξ ,,P  при фіксованій точці ( )z,y,xM  
задовольняє рівняння Лапласа в усіх точках області Т, окрім Р=М. 

2. G(M,P) при співпаданні аргументів (Р=М) обертається в 

нескінченність і представляється у вигляді ( ) v
R

M,MG
MM

+
π

=
0

4

1
0 , де 

v=v(M,P) -гармонічна скрізь у Т функція. 
3.  G(M,P) на границіΣ  області обертається в нуль: G(M,P)=0, якщо 

Σ∈P . 
Розв'язок першої граничної задачі для рівняння Лапласа має вигляд: 

( ) ∫∫
Σ

σ
∂
∂−= d

n

G
fMu 0 . 
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Для випадку двох вимірів в означенні необхідно змінити пункт 2, а саме: 
G(M,P) при співпаданні аргументів (Р=М) обертається в нескінченність і 

представляється у вигляді ( ) v
R

lnM,MG
MM

+
π

=
0

1

2

1
0 , де v=v(M,P) -гармонічна 

скрізь у Т функція. 
Основні методи побудови функції Гріна оператора Лапласа для 

канонічних областей такі: метод дзеркальних відображень (або метод 
електростатичних відображень), метод конформних відображень та деякі 
спеціальні методи.  Тут ми розглянемо застосування методу електростатичних 
відображень. 

Ідея методу електростатичних відображень полягає в тому, що при 

побудові функції Гріна ( ) v
R

M,MG
MM

+
π

=
0

4

1
0  індуковане поле v - 

представляється як поле зарядів, що розташовані зовні поверхні Σ  і 

вибираються так, що виконується умова 
R

v
π

=Σ 4

1
. Ці заряди називаються 

електростатичним зображенням одиничного заряду, що розміщений в точці М0 і 

створює при відсутності поверхні Σ  потенціал 
Rπ4

1
. 

Приклад 1. Побудувати функцію 
Гріна першої граничної задачі для верхньої 
півплощини. 

Розв’язок. Скористаємось методом 
електростатичних відображень. У точку 
області ( )000 , yxz  помістимо додатній заряд. 
Дія цього заряду на межі області буде 
ліквідована, очевидно, таким самим  
від'ємним зарядом, який помістимо в точці 

( )000 , yxz − , що є дзеркальним 
відображенням точки 0z  щодо межі (рис.5). 

Потенціал поля, створеного зарядом в 0z , є ( )
1

0

1
ln

2

1
,

r
zzg

π
−= , а функція 

Гріна ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )2

0
2

0

2
0

2
0

1
000 ln

2

11
ln

2

11
ln

2

1
,,,

yyxx

yyxx

rr
zzgzzzzG

−+−

++−
=−=+=

πππ
δ . 

Приклад 2. Знайти функцію Гріна першої граничної задачі для верхнього 
півпростору та записати розв'язок першої граничної задачі.  

Розв’язок.  Нехай  0P  - особлива точка функції Гріна. Оскільки 

( ) ( )00 ,
4

1
, PPg

r
PPG +=

π
, то задача зводиться до відшукання функції ( )0,PPg , 
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гармонічної в розглядуваному просторі z>0 і рівної 
rπ4

1−   на його межі. 

Такою функцією, очевидно, є функція ( )
1

0 4

1
,

r
PPg

π
−= , де 11 PPr −= , 1P  - 

точка, симетрична точці 0P  щодо площини z=0. Отже,  

( )
1

1
0 4

,
rr

rr
PPG

π
−= .                                                  (1) 

Розв'язок першої крайової задачі дає формула: 

( ) ( ) ( )
ds

n

PPG
PPu

S
∫∫ ∂

∂
Φ−= 0

0

,
.                                        (2)  

У даному разі  z=0, ( )
n

G

n

G
uP

z ∂
∂−=

∂
∂=Φ

=
,

0
. Обчислимо 

 
00 == ∂

∂−=
∂
∂

zz n

G

n

G
. 

Маємо  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ] .2

11

4

1

1
32

0
2

0
2

00

0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2
00

−

=

=








 +−+−=

=

′















++−+−
−

−+−+−
=

∂
∂

zyyxxz

zzyyxxzzyyxxn

G

z

z

π

π

Тоді 

( ) ( )
( ) ( )[ ]∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞− +−+−

Φ=
2

3
2
0

2
0

2
0

0
000

,

2
,,

zxxxx

dxdyyxz
zyxu

π
                     (3) 

Останній інтеграл називається інтегралом Пуассона для півпростору. 
Якщо запровадити у просторі циліндричні координати, поклавши 

zzryrx === ,sin,cos ϕϕ , то формулу (3) можна записати у вигляді: 

( ) ( )
( )[ ]

∫ ∫
∞+

+−−+

Φ=
π

ϕϕ

ϕϕ
π

2

0 0 2

3
2
000

2
0

2

0
000

cos2

,
~

2
,,

zrrrr

rdrr
d

z
zyxu . 

Обидва ці інтеграли невласні, і для їх збіжності потрібно задати додаткові 
умови для ( )yx,Φ  на нескінченності. 

Ядро Пуассона  

( ) ( )[ ]2

3
2
0

2
0

2
0

0 1

2
zxxxx

z

+−+−π
=

( )[ ]2

3
2
000

2
0

2

0

cos2

1

2
zrrrr

z

+−−+ ϕϕπ
, 

фізично можна інтерпретувати як стаціонарний розподіл температури в 
однорідному півпросторі z>0, на межі якого (площині z=0) підтримується 
температура o0  скрізь, крім точки (x,y) цієї площини де вона нескінченна. 
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Приклад 3. Побудувати функцію 
Гріна першої крайової задачі для круга 
радіуса R (рис.6). 

Розв’язок. Функція Гріна має вигляд 

( ) ( )0
1

0 ,
1

ln
2

1
, zzg

r
zzG +=

π
, де 0zzr −= . 

Задача зводиться до побудови функції 
( )0,zzg , яка гармонічна у крузі і дорівнює 

r

1
ln

2
1
π

−  на його межі. Нехай 0z  - особлива 

точка функції Гріна. Для компенсації 
потенціалу на колі, створеного одиничним 

джерелом в точці 0z , помістимо в точку 
0

2
*
0 z

R
z = , симетричну з 0z  щодо кола 

Rz = , джерело інтенсивності - 1. 

Позначимо 0000 zrOA,zzrMA,zzrMB ** ==−==−== . Із 

подібності OMB∆  і OMA∆  маємо r
r

R
r,

r

r

r

R
,

MA

OA

MB

OM *
*

0

0 === . Функція 

( )
*rr

R
lnz,zg

0
0 2

1

π
−=  є шуканою.  

Справді, вона гармонічна в крузі і дорівнює 
r

ln
1

2

1

π
− -  на колі Rz = .  

Отже, шукана функція Гріна для круга має вигляд:  

( )
0

000

0
0 2

1

2

1

2

11

2

1

zz

zz

R

r
ln

rR

rr
ln

rr

R
ln

r
lnz,zG

**

* −
−

π
=

π
=

π
−

π
= . 

Приклад 4. Побудувати функцію Гріна у півпросторі при крайовій умові 

ІІІ роду 0=α+
∂
∂

u
z

u
, при z=0. 

Розв’язок.  Шукаємо функцію Гріна у вигляді ( ) ( )00 ,
4

1
, PPg

r
PPG +=

π
, 

де ( )0P,Pg  має вигляд ( ) ( )0000 4

1
zz,yy,xxf

r
P,Pg

*
+−−+

π
=  де 

( )000000 z,y,xPP,PPr **** −=−= . 

Оскільки для ( )0P,PG ( 0=α+
∂
∂

G
n

G
), тут 

zn ∂
∂−=

∂
∂

, а 0>α , то для 

знаходження функції f маємо рівняння 

000

11

4
0

===







 α−
∂
∂+







 +
π

α−=






 α−
∂
∂=

zz
*

z

f
z

f

rr
G

n

G
,  
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звідки  

( ) ( ) 2
0

2
0

2
00

2

1

zyyxx
f

z

f

z +−+−

α
π

=







α−

∂
∂

=

,  але  
0z

f

z

f

∂
∂=

∂
∂

, тоді:  

( ) ( )
,

zyyxx
f

z

f

z
2

0
2

0
2

000 2

1

+−+−

α
π

=







α−

∂
∂

=

 0zef α= . 

Методом варіації сталих знаходимо:  

( )
( ) ( )

,
zyyxx

ezC z

2
0

2
0

2
0

0 2

1

+−+−

α
π

=′ α   ( )
( ) ( )∫

∞ α−

+−+−π
α=

0
22

0
2

0

0 2 z

t

tyyxx

dte
zC . 

Тоді ( )
( )

( ) ( ) ( )∫
∞ −α−

++−+−π
=

0

0

22
0

2
0

0 2

1

z

tz

tzyyxx

dte
P,Pf . Отже, 

( )
( )

( ) ( ) ( ) 













++−+−
−+

π
= ∫

∞ −α−

0

0

22
0

2
0

0 2
11

4

1

z

tz

*
tzyyxx

dte

rr
P,PG . 

Зауваження. У наведених прикладах (1-4) додатково щоразу потрібно 
перевіряти: 1) що функція Гріна задовольняє рівняння Лапласа, 2) що вона 
задовольняє нульову граничну умову відповідної задачі. 

Приклад 8. Розв'язати за допомогою функції Гріна граничну задачу для 

рівняння Лапласа у півплощині y>0, якщо 




>
<

== 0

00
0 x,v

x,
u

y
.  

Розв'язок. Розв'язок задачі згідно з основною інтегральною формулою 
для еліптичних рівнянь шукаємо у вигляді 

( ) ( ) ( )
∫∫
∞∞










∂
∂=









∂
∂−=

0

0

0

0
0 dx

y

z,zG
vdx

n

z,zG
vzu , де ( )0z,zG  - функція Гріна задачі 

Діріхлe для півплощини. Вона має вигляд (див. приклад 1) 

( )
0

0
0 2

1

zz

zz
lnz,zG

−
−

π
= . Тоді  ( )

0

0

0 0

0
0 22

1

y

x
arctg

vv
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zz

zz
ln

y
vzu

π
+=











−
−

π
−

∂
∂= ∫

∞

.  

Цей розв'язок і є шуканим. 
Справді, функція arctgz є гармонічна функція, оскільки вона становить 

уявну частину гармонічної функції - логарифму. Тоді і ( )0zu  буде гармонічною.  
Перевіримо, чи має місце виконання крайових умов 

( )

( ) .
vv

y

x
arctg

vv
uzu

,
vv

y

x
arctg
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uzu

limlim

limlim
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y

x
y
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y
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0

0
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0
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0
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
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

π
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
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→
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→
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. 

Розв'язок в околі початку координат обмежений. 
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Зауваження. Рлзглянута задача є прикладом задачі із розривними 
крайовими умовами. Розв'язок задачі має бути: 1) гармонічним в області, 2) 
неперервним продовженням на межі в точках неперервності крайових значень, 
3) обмеженим в замкненій області. Метод функції Гріна застосовний, лише 
кожного разу потрібно виконувати перевірку розв'язку. 

Зауваження.  Використовуючи метод джерел (метод електростатичних 
відображень), легко знайти ще деякі функції Гріна для інших областей: 

1) функція Гріна другої граничної задачі для півплощини Imz>0 

( )
00

0
1

2

1

zzzz
lnz,zG

−−π
= ; 

2) функція Гріна другої граничної задачі для  чверті площини Imz>0, x>0 

( )
2

0
22

0
20

1

2

1

zzzz
lnz,zG

−−π
= ; 

3) функція Гріна першої граничної задачі для 0≥≥ zIm,Rz  

( )








+−+









+−+

π
−=

0

0

0

0

0 2

1

z

R

R

z

z

R

R

z

z

R

R

z

z

R

R

z

lnz,zG ; 

4) функція Гріна першої зовнішньої граничної задачі для круга радіуса R: 

( )
10

0 2

11

2

1

rr

R
ln

r
lnz,zG

π
−

π
= , 

де *zzr,zzr 010 −=−= , *z0  - точка, симетрична точці 0z  відносно кола, 0r - 

відстань точки 0z  від центра круга. 
Зауваження. Питання про існування функції Гріна розглядається в теорії 

диференціальних рівнянь еліптичного типу. Доведено, що функції Гріна 
існують, якщо розв'язки відповідних граничних задач існують і єдині. 

 
Тема 6. Застосування теорії потенціала. 

 
Потенціали слугують зручним апаратом при розв'язанні граничних задач 

не тільки для областей найпростішого вигляду, але й для областей складнішої 
форми. Цей метод зручний, насамперед, при теоретичному дослідженні 
питання про існування та єдиність розв'язку граничних задач, а іноді дає змогу 
ефективно розв'язати задачу чисельними методами. 

Розглянемо поле, що створюється масами, розподіленими на поверхні Σ , 
паотенціал цього поля визначається поверхневим інтегралом 

( ) ( )
∫∫
Σ

σµ= P
MP

d
R

P
MV , 

де ( )Pµ  - поверхнева щільність в точці Р. Цей інтеграл називається 
потенціалом простого шару. 
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Потенціалом подвійного шару  називається інтеграл: 

( ) ( )∫∫
Σ

σν







−= P

MPP

dP
Rdn

d
MW

1
, 

де ( )Pν  - поверхнева щільність моменту, Pn  нормаль до поверхні Σ . 
Приклад 1. Знайти об'ємний потенціал v кулі радіуса R при сталій 

щільності 0ρ , поставивши граничну задачу для v, розв'язати її. 
Розв'язок. Оскільки const=ρ0 , то потенціал має сферичну симетрію. 

Зовні кулі потенціал об'єму - гармонічна функція ( 0=∆v ), а на 






=∞
r

OV:
1

, 

де r - відстань від центра кулі до точки спостереження. 
Всередині кулі об'ємний потенціал задовольняє рівняння Пуассона 

πρ−=∆ 4v . Отже, зовні кулі маємо таку крайову задачу для v: 

0
1 2
2

=






≡∆
dr

dv
r

dr

d

r
v , 0=∞→r

v , звідки 2
11

2 −== rC
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dv
,C
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r , 

022
1 =+−= C,C

r

C
v , (з умови при ∞→r ). Для Rr ≤ , 

0
2

2
4

1 πρ−=






≡∆
dr

dv
r
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d

r
v , або 2

0
2 4 r

dr
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r
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d πρ−=






 , звідки 

4
3

0
2

3

2
C

r

C
rv ++ρπ−= . 

Оскільки об'ємний потенціал обмежений, то 03 =C . Враховуючи умову 
неперервності потенціалу і його похідних першого порядку, при r=R маємо 

2
1

0
1

40
2

3

4

3

2

R

C
R,

R

C
CR −=ρπ−=+ρπ− , звідки 0

2
40

3
1 2

3

4 ρπ=ρπ= RC,RC . 

Отже, ( )
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








≥ρπ

≤ρ−π
=

.Rr,
r
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0
22

3

4

3
3

2

 

Приклад 2.  Знайти потенціал простого шару, розподіленого із сталою 
щільністю 0ρ  на сфері радіуса а. 

Розв'язок. 1спосіб. Беспосередньо обчислюємо 

( ) ∫∫ ∫∫
ππ

=
θ−+

θθϕ
π

ν=
π

ν=
S cosarar

dsin
da

r

ds
rU

0 0
22

0

2

0

20
00

244
 










>
π

ν

<
π

ν

=
−+π

ν= ∫
− .ar,

r

a

,ar,
a

xarar

dxa

0
0

2
0

0
0

1

1 0
22

0

2
0

22
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2 спосіб. Знайдемо потенціал простого шару, поставивши граничну 
задачу для u і розв'яжемо її при ar,u ≠=∆ 0 . ( )ruu =  - скрізь неперервна 
функція, крім r=a , а при r=a  має розривні нормальні похідні 

π
ν=−=

==

012

arar dr

du

dr

du
, де  1u  - розв'язок рівняння 0=∆u  зовні сфери (r>a), 2u  - 

розв'язок всередені сфери (r<a). 

Отже, 4
3

22
1

1
2

2
0

1
C

r

C
u,C

r

C
u,

dr

du
r

dr

d

r
u +−=+−==







≡∆ , 02 =C  

оскільки при 00 31 ==∞→ C;u,r -  в силу обмеженості розв'язку. 
Використовуємо умову неперервності функції ( )ru  і умову розривності 

нормальної похідної ( )ru : ,C
r

C
,

r

C

arar
4

10
2
1 =−

π
ν=−

==
 .aC,

a
C 04

0
2

1 ν=
π
ν−=  

Отже,     

( )









>
π

ν

<
π

ν

=
.ar,

r

a

,ar,
a

ru
2

0

0

. 

Приклад 3.  За допомогою потенціалу подвійного шару  розв'язати 
задачу Діріхле: а) всередені круга; б) зовні круга. 

Розв'язок.  Маємо задачу .fu,u
C

==∆ 0  (рис.7) 

а) Розв'язок шукаємо у вигляді логарифмічного потенціалу подвійного 

шару ( ) ( )∫
ϕν

π
=

C

ds
r

cos
sMu

2

1
, де MPr,PMP =′∠=ϕ  , М - точка в середені 

круга. 
Внутрішня нормаль в точці Р 

напрямлена вздовж діаметра і 
a

r
cos

2
0

0 =ϕ . 

00 PPr = , PPP ′∠=ϕ 00 . Тоді інтегральне 

рівняння для функції ν  має вигляд 

( ) ( ) ( )00
1

2

11
sfdss

a
s

C
∫ π

=ν
π

+ν . 

Очевидно, що розв'язком цього 

рівняння є функція ( ) ( ) Asfs +
π

=ν 1
, де А - 

деяка невідома стала. Підставивши цей 
розв'язок у рівняння знаходимо для сталої А вираз через задану функцію: 

( )∫π
−=

C

dssf
a

A
24

1
. 
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Отже, ( ) ( ) ( )∫π
−

π
=ν

C

dssf
a

sfs
24

11
 є розв'язком інтегрального рівняння. 

Відповідний потенціал подвійного шару має вигляд  

( ) ( )∫
ϕν

π
=

C

ds
r

cos
sMu

2

1
= ( ) ( ) ds

r

cos
dssf

a
sf

C C

ϕ









π
−

π∫ ∫24

11
= 

= ( ) ds
ar

cos
sf

C
∫ 




 −ϕ
π 2

11
 

З ∆ОРМ (рис.7) випливає 

( )[ ]00
2
0

2

2
0

2

2

2

222

2

2

1

θ−θρ−ρ+
ρ−=−ϕ=−ϕ

cosaaa

a

ar

rcosar

ar

cos
,  

так як ϕ−+=ρ cosarra 2222
0 . 

Тоді дістаємо остаточний розв'язок внутрішньої задачі Діріхле для круга 

у вигляді інтегралу Пуассона: ( ) ( )[ ] ( ) θθ
θ−θρ−ρ+

ρ−
π

=θρ ∫
π

df
cosaa

a
,u

2

0 00
2
0

2

2
0

2

00
22

1
. 

б). Для зовнішньої задачі Діріхле для круга маємо: 

( ) ( )[ ] ( ) 0

2

0
0

00
2
0

2

22
0

0
22

1 θθ
θ−θρ−ρ+

−ρ
π

=θρ ∫
π

df
cosaa

a
,u . 

Приклад 4. Знайти розв'язок задачі 
Неймана для круга, користуючись 
потенціалом простого шару (рис.8) 

Розв'язок. а). Внутрішня задача 

Неймана: ( ).f
n

u
,u

Rr

ϕ=
∂

∂=∆
=

+

0  

Шукаємо розв'язок у вигляді 

( ) ( )∫
=

ϕ
π

=θ
Rr

ds
r

lng,ru
1

2

1
. Інтегральне 

рівняння для g  має вигляд 

( ) ( ) ( )∫
=

ϕϕϕ
π

+ϕ−=ϕ
Rr

d
r

cos
Rgfg

1
2 00 . 

Маємо: ( ) ( ) ( ) ( ) Afd
r

cos
Rgfg +ϕ−=ϕϕϕ

π
+ϕ−=ϕ ∫

π

0

2

0
00 2

2

1
2 , 

( ) CdfA +ϕϕ
π

−= ∫
π2

0

1
. Отже, так як ( ) 0

2

0

=ϕϕ∫
π

df  , тоді  

( )
( )

( ) Cdf
cosRrrR

ln
R

,ru +ϕϕ
ϕ−θ−+π

−=θ ∫
π2

0
22 2

1
,  

де  constd
r

lnR
C

C =ϕ
π

= ∫
π2

0

1 1

2
. Покажемо, що constds

r
ln =∫

π2

0

1
.  
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Справді, функція  ( ) ∫π
=θ

C

ds
r

ln,ru
1

2

1
1  є розв'язком задачі Неймана з 

граничною умовою .
n

u

Rr

01 =
∂
∂

=
 

Тому, в силу єдиності розв'язку задачі Неймана, constds
r

ln =∫
π2

0

1
. 

б). Зовнішня задача Неймана. У даному разі інтегральне рівняння має 

вигляд ( ) ( ) ( ) ( ) Afdgfg −ϕ=ϕϕ
π

−ϕ=ϕ ∫
π

0

2

0
00 2

2

1
2 , ( ) ϕϕ

π
= ∫

π2

02

1
dfA  

Розв'язком задачі є ( )
( )

( ) ϕϕ
ϕ−θ−+π

=θ ∫
π

df
cosRrrR

ln
R

,ru
2

0
22 2

1
, 

оскільки ( ) 0
2

1 2

0

=ϕϕ
π

= ∫
π

dfA . 

Зауваження. Легко перевірити, що умова ( ) 0
2

1 2

0

=ϕϕ
π ∫

π

df  забезпечує 

виконання умови регулярності розв'язку розглядуваної задачі Неймана на 
нескінченності. 

Приклад 5. Знайти розв'язок задачі Діріхле у півплощині (рис.9) 
( ).xu,u

y
Φ==∆ =0

0   

Розв'язок. Шукаємо увигляді потенціалу подвійного шару  

( ) ( )∫
+∞

∞−

ϕν
π

= ds
r

cos
sy,xu

2

1
00 . 

Але  
r

y
cos 0=ϕ , тоді 

( ) ( )
( )∫

+∞

∞− +−
ν

π
=

2
0

2
0

0
00 2 yxx

ds
s

y
y,xu . 

Скориставшись теоремою про граничні 
значення потенціалу подвійного шару, 
дістаємо: 

( ) ( ) ( )∫
∞+

∞−

ϕν
π

+ν=Φ ,ds
r

cos
s

x
x

'
'

0

00
0 2

1

2

00 =ϕcos . Тоді ( ) ( )'' xx 002 ν=Φ  

Шуканим розв'язком є    ( ) ( )
( )∫

+∞

∞− +−
Φ

π
=

2
0

2
0

0
00

yxx

dx
x

y
y,xu . 

 
Завдання для самостійної індивідуальної роботи. 

 
Розрахункове індивідуальне завдання № 1. 
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1. Знайти диференціальне рівняння малих поздовжних коливань тонкого 

стрижня змінного перерізу S=S(x). Розглянути випадок конічного стрижня. 
Сформулювати початкові і крайові умови для таких випадків: 

а) один кінець (x=0) стрижня закріплено, другий (x=l) розтягнуто силою F, 
в момент t=0 дія сили миттєво припиняється; 

б) до кінця x=l стрижня, який перебуває у стані рівноваги, в момент t=0  
прикладено розтягувальну силу F(t); 

в) стрижень закріплено пружно в точці x=0, а до вільного кінця x=l 
прикріплено вантаж M0. Початкові умови довільні. 

2. Знайти диференціальне рівняння малих поздовжніх коливань 
циліндричного стрижня. Сформулювати початкові і крайові умови для випадку, 
коли один кінець його закріплений, а другий - вільний. 

3. Поставити крайову задачу про охолодження тонкого кільця, на 
поверхні якого відбувається конвективний теплообмін (за законом Ньютона) з 
навколишнім середовищем, що має задану температуру. Нерівномірністю 
розподілу температури по товщині кільця нехтувати.  

4. Пружний однорідний циліндр виведено з стану спокою тим, що в 
момент часу t=0 його поперечні перетини отримують малі повороти у своїх 
площинах відносно вісі циліндру. Поставити граничну задачу для визначення 
кутів повороту поперечних перетинів циліндру при t>0; розглянути випадки 
вільних, жорстко закріплених та пружно закріплених кінців. 

5. Поставити граничну задачу про поперечні коливання важкої струни 
відносно вертикального положення рівноваги, якщо її верхній кінець жорстко 
закріплений, а нижній - вільний. 

6. Поставити граничну задачу про нагрівання тонкого циліндричного 
стрижня, вздовж якого ковзає з постійною швидкістю електрична піч постійної 
потужності, яка щільно прилягаєдо нього. Зовнішня поверхня печі 
теплоізольована, а теплоємністю печі можна нехтувати. 

7. Вивести рівняння, якому задовольняє температура стаціонарного 
теплового поля у однорідному середовищі. Врахувати наявність розподілених 
витоків тепла, що не змінюються з часом. Дати фізичну інтерпретацію 
граничних умов першого, другого та третього роду. 

8. Показати, що потенціал швидкостей стаціонарного потоку 
нестискуваної рідини задовольняє рівнянню Лапласа. Написати граничну умову 
на поверхні твердого тіла, що знаходиться в стані спокою або рухається з 
деякою заданою швидкістю. 

9. Впевнитись в тому, що потенціал електричного поля постійного 
електричного струму задовольняє рівнянню Лапласа. Сформулювати граничні 
умови: 1) на заземленій ідеально провідній поверхні; 2) на границі з 
діелектриком. 

10. Знайти рівняння стаціонарного розподілу температури в кулі радіуса 
R. Поставити граничну задачу для випадку, коли частина поверхні якої S1 має 
сталу температуру U0, решта поверхні S2 має нульову температуру. 



 35

11. Абсолютно гнучку однорідну нитку закріплено на одному з кінців. 
Під дією своєї ваги вона знаходиться у вертикальному положенні рівноваги. 
Вивести рівняння малих коливань нитки.  

12. Важку однорідну нитку довжини l закріплено верхнім кінцем до 
вертикальної вісі. Нитка обертається навколо цієї вісі з постійною кутовою 
швидкістю ω . Вивести рівняння малих коливань нитки біля свого 
вертикального положення рівноваги. 

13. Поставити граничну задачу для визначення температури однорідного 
ізотропного стрижня lx ≤≤0  з теплоізольованою бічною поверхнею, якщо 
його початкова температура є довільною функцією х. Стрижень має сталий 
поперечний переріз. Кінці стрижня підтримуються при заданій температурі. 

14. Поставити граничну задачу для стаціонарного теплового поля у 
однорідному середовищі, що знаходиться у замкненому об'ємі з границею Σ . 
На границі задано тепловий потік q0. Врахувати наявність розподілених витоків 
тепла, що не змінюються з часом. 

15. Поставити крайову задачу для визначення температури однорідного 
ізотропного стрижня lx ≤≤0  з теплоізольованою бічною поверхнею, якщо 
його початкова температура є довільною функцією х. Стрижень має сталий 
поперечний переріз. На кінці стрижня відбувається конвективний теплообмін 
(за законом Ньютона) з середовищем, температура якого задана  

16. Поставити граничну задачу про розподял температури стрижня, на 
бічній поверхні якого відбувається конвективний тепловий обмін з 
середовищем нульової температури, якщо на кінці стрижня подаються зовні 
сталі теплові потоки, а початкова температура є довільною функцією. 

17. Проінтегрувати рівняння малих поздовжніх коливань циліндричного 
стрижня, коли один кінець його закріплений, а другий - вільний. 

18. Знайти поперечні коливання прямокутої мембрани 

21 00 ly,lx ≤≤≤≤  із закріпленим краєм, викликані початковим відхиленням 
( ) ( )y,xf,y,xu =0 , нехтуючи реакцією навколишнього середовища. 

19. Дано тонку прямокутну пластинку із сторонами l і m (які збігаються із 
осями координат). Для цієї пластинки відомим є початковий розподіл 
температури. Бічні сторони x=0, x=l  під час спостереження підтримуються при 
нульовій температурі, а обидві основи мають заданий розподіл температури 

( ) ( ) ( )lxxu,xu
myy

≤≤ϕ=ϕ= == 0100
. Знайти температуру будь-якої точки 

пластинки в момент часу 0>t . 
20. Дослідити радіальний розподіл тепла в нескінченному круговому 

циліндрі радіуса R, бічна поверхня якого підтримується при сталій температурі 
U0. Початкова температура всередині циліндра дорівнює нулеві. 

21. Побудувати функцію Гріна задачі Діріхлє для пів-кола одиничного 
радіусу.  

22. Побудувати функцю Гріна першої крайової задачі для прямого кута на 
площині. 

23. Побудувати функцію Гріна першої крайової задачі для області D, що 
лежить всередині прямого двогранного кута. 
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24. Розв'язати за допомогою функції Гріна першу крайову задачу 

всередині двограного кута 
n

π=α , де n - натуральне число, якщо на його 

сторонах задано такі крайові умови: Vu,u == =ϕα=ϕ 0
0 . 

 
Розрахункове індивідуальне завдання № 2. 

 
Звести до канонічного вигляду наступні рівняння та знайти  загальний розв’зок: 

 
1 0=+ yyxx xUU  

2 02 22 =++ yyxyxx UxyxUUy  

3 02 22 =++ yyxyxx UyyxUUx  

4 022 =+ yyxx UxUy  

5 022 =+ yyxx UyUx  

6 022 =− yyxx UxUy  

7 044 222 =−− xyy
x

xx UyUeUy  

8 02 22 =+− yyxyxx UyxUsinyxUsin  

9 02 =++ yyxyxx signxUUsignyU  

10 ( ) 012 =−++ yyxyxx UsignyUU  

11 02 =++ yyxyxx UUsignyU  

12 0=+ yyxx xyUU  

 

13 0=+ yyxx xUyU  

14 0=+ yyxx yUxU  

15 050 =++ yyyxx U,yUU  

16 0=+ yyxx yUU  

17 ( ) 021 2 =−++ yyxyxx UyxyUUx  

18 02 =++−+ yxyyxyxx UUUUU  

19 0244 =−−++ yxyyxyxx UUUUU  

20 0222 =−++− yxyyxyxx UUUUU  

21 0396 =++++ yxyyxyxx UUUUU  

22 06296 =+−+− yxyyxyxx UUUUU  

23 0384 =++ yyxyxx UUU  

24 0812 =++ yyxyxx UUU  

25 023 =++ yyxyxx UUU  

 
Розрахункове індивідуальне завдання № 3. 

 
Розв'язати першу мішану граничну задачу для хвильового рівняння на 

відрізку. 
1. ∞<<<<= t,x,uu xxtt 0204  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0200

0020

==
=−=

t,u,t,u

,,xu,xx,xu t  

3. ∞<<<<= t,x,uu xxtt 02
304  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) 02

300

002
30

==

=−=

t,u,t,u

,,xu,xx,xu t
 

2. ∞<<<<= t,x,uu xxtt 010  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0100

0010

==
=−=

t,u,t,u

,,xu,xx,xu t  

4. ∞<<<<= t,x,uu xxtt 0104  
( ) ( ) ( )
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Розрахункове індивідуальне завдання № 4. 

 
Розв'язати першу мішану граничну задачу для рівняння теплопровідності 

на відрізку. 
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Розрахункове індивідуальне завдання № 5. 

 
Використовуючи формулу Пуассона, знайти розв'язок задачі Коші для 

рівняння теплопровідності. 

1.    xxt uu = ,     ( ) xxe,xu +−=
2

0  2.     xxt uu 4= ,     ( ) xxe,xu +−=
220  

3.    xxt uu 7= ,     ( ) xxe,xu +−=
2

0  4.     xxt uu 5= ,     ( ) xxe,xu −−=
220  

5.    xxt uu = ,     ( ) xxe,xu 22 2

0 +−=  6.     xxt uu 8= ,     ( ) 230 xe,xu −=  

7.    xxt uu 10= ,     ( ) xxe,xu 22 2

0 −−=  8.     xxt uu 11= ,     ( ) xxe,xu −−=
230  

9.    xxt uu 13= ,     ( ) xxe,xu 23 2

0 +−=  10.   xxt uu 14= ,     ( ) xxe,xu +−=
240  

11.  xxt uu 16= ,     ( ) xxe,xu 24 2

0 −−=  12.   xxt uu 15= ,     ( ) xxe,xu 22

0 +−=  

13.  xxt uu 13= ,     ( ) xxe,xu 42 2

0 +−=  14.   xxt uu 12= ,     ( ) xxe,xu 22

0 −−=  

15.  xxt uu 10= ,     ( ) xxe,xu 42 2

0 −−=  16.   xxt uu 9= ,     ( ) xxe,xu 42

0 +−=  

17.  xxt uu 7= ,     ( ) xxe,xu 24 2

0 +−=  18.   xxt uu 4= ,     ( ) xxe,xu −−=
240  

19.  xxt uu 4= ,     ( ) xxe,xu 63 2

0 +−=  20.   xxt uu 3= ,     ( ) xxe,xu 64 2

0 −−=  

21.  xxt uu = ,     ( ) xxe,xu 44 2

0 −−=  22.   xxt uu 6= ,     ( ) xxe,xu −−=
2

0  

23.  xxt uu 2= ,     ( ) 2

0 xe,xu −=  24.   xxt uu 2= ,     ( ) xxe,xu 84 2

0 +−=  
 

Розрахункове індивідуальне завдання № 6. 
 

Розв'язати задачу Діріхле для рівняння Лапласа в крузі. 
 

1. 1100 2
1

+ϕ+ϕ=<≤=∆ =r
u,r,u  2. ϕ−ϕ=<≤=∆ =

2
2

200
r

u,r,u  

3. 532100 2
1

+ϕ+ϕ=<≤=∆ =r
u,r,u  4. 75200 2

2
+ϕ+ϕ=<≤=∆ =r

u,r,u  

5. 2
3

300 ϕ=<≤=∆ =r
u,r,u  6. 23100 2

1
+ϕ+ϕ=<≤=∆ =r

u,r,u  
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7. 225400 2
4

+ϕ+ϕ=<≤=∆ =r
u,r,u  8. 134200 2

2
+ϕ+ϕ=<≤=∆ =r

u,r,u  

9. 2
1

100 ϕ=<≤=∆ =r
u,r,u  10. 13200 2

2
−ϕ−ϕ=<≤=∆ =r

u,r,u  

11. 252100 2
1

−ϕ−ϕ=<≤=∆ =r
u,r,u  12. 134200 2

2
+ϕ−ϕ=<≤=∆ =r

u,r,u  

13 . 125200 2
2

+ϕ−ϕ=<≤=∆ =r
u,r,u  14. ϕ−ϕ=<≤=∆ = 5200 2

2r
u,r,u  

15. ϕ+ϕ−=<≤=∆ = 3300 2
3r

u,r,u  16. 72400 2
4

+ϕ−=<≤=∆ =r
u,r,u  

17. 43200 2
2

+ϕ−ϕ=<≤=∆ =r
u,r,u  18.  17100 2

1
−ϕ+ϕ=<≤=∆ =r

u,r,u  

19. π+ϕ−ϕ=<≤=∆ =
2

2
5200

r
u,r,u  20.  356100 2

1
+ϕ−ϕ=<≤=∆ =r

u,r,u  

21. 253100 2
1

−ϕ+ϕ−=<≤=∆ =r
u,r,u  22.  ϕ+ϕ=<≤=∆ = 2300 2

3r
u,r,u  

23. ϕ−ϕ=<≤=∆ =
2

4
400

r
u,r,u  24. 223100 2

1
−ϕ+ϕ=<≤=∆ =r

u,r,u  
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